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Ââåäåíèå

Ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà ìåçîñêîïè÷åñêèõ ïðîâîäíèêîâ áûëè ïðåäìåòîì
àêòèâíîãî èññëåäîâàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò. Õîðîøî èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè, âêëþ÷àþò ýôôåêò Êîíäî
[49], ñëàáî-ëîêàëèçàöèîííóþ ïîïðàâêó[13] è ìóëüòèôðàêòàëüíîñòü
âîëíîâûõ ôóíêöèé âáëèçè ïåðåõîäà ìåòàëë-èçîëÿòîð [58, 32, 25].
Ýôôåêò Êîíäî - ýòî óâåëè÷åíèå óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàëëà
ñ ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû, êîòîðîå
ìîæíî îáúÿñíèòü ëîãàðèôìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâêîé îáìåííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ïðèìåñíûì ñïèíîì. Ýòî èëëþñòðèðóåò
êâàíòîâóþ èíòåðôåðåíöèþ àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ, ïðèâîäÿùóþ ê
óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êâàíòîâàÿ ïðèðîäà
ñïèíà ïðèìåñåé äîëæíà áûòü ó÷òåíà äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýôôåêòà.
Êðîìå òîãî, êâàíòîâûå ýôôåêòû â äèíàìèêå ñïèíà ìîãóò ñäåëàòü
ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ìàãíèòíîé ïðèìåñè íåóïðóãèì, íàïðèìåð, èç-
çà çååìàíîâñêîãî ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé ïðèìåñè âî âíåøíåì ìàãíèòíîì
ïîëå (çååìàíîâñêîå ðàñùåïëåíèå äåëàåò ðàññåÿíèå ïðè ïåðåâîðîòå
çàâèñèìûì îò ýíåðãèè è ïîäàâëÿåò åãî èç-çà ïîëÿðèçàöèè ñïèíà
âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ [91]). Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà
ìàãíèòíîé ïðèìåñè ïðèâîäèò ê äðóãîìó íàáëþäàåìîìó ýôôåêòó:
ïîäàâëåíèþ êîãåðåíòíîñòè ýëåêòðîííûõ âîëí çà ñ÷åò ðåàëüíîãî
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ.

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü äëÿ êâàíòîâûõ ïðèìåñåé - ýòî ñïèíû S =
1/2, ëîêàëèçîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå. Â ðåàëüíûõ ìàòåðèàëàõ ñ
êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü ñî ñïèíîì 1/2
ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà ýëåêòðîíîì, çàíèìàþùèì ëîêàëèçîâàííûé
óðîâåíü [78]. Ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü ñî ñïèíîì S > 1/2 ìîæåò
áûòü èìèòèðîâàíà ëîâóøêîé ñ ìíîæåñòâîì ëîêàëèçîâàííûõ â íåé
ýëåêòðîíîâ. Íåäàâíî òàêèå ýëåêòðîííûå êàïëè ñî ñïèíîì S ≈ 2
(íà îäíó êàïëþ) áûëè îáíàðóæåíû â äâóìåðíîé (2D) ýëåêòðîííîé
ñèñòåìå â Si-MOSFET ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé
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íàìàãíè÷åííîñòè îáðàçöà [73, 87]. Ïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî îáìåííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ â äâóìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìå ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñïèí ýëåêòðîííîé êàïëè ìîæåò áûòü êîíå÷íûì
èç-çà ÿâëåíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîíåðà [52], [65].
Êîíå÷íûé ñïèí ýëåêòðîííîé êàïëè ïðèâîäèò ê ïîâåäåíèþ òèïà Êþðè
äëÿ ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ òåìïåðàòóðíàÿ
çàâèñèìîñòü èçìåðåííîé íàìàãíè÷åííîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêîíîì Êþðè
äëÿ ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè îäíîé êàïëè ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ
êîíöåíòðàöèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà òåìïåðàòóðå [73, 87]. Ïî
ìîòèâàì ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ [73, 87] ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå òàêèõ
ìíîãîýëåêòðîííûõ êàïåëü ñ êîíå÷íûì ñïèíîì íà òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà
äâóìåðíîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â ãëàâå 1. Â ÷àñòíîñòè, ìû îöåíèâàåì
âêëàä âî âðåìÿ äåôàçèðîâêè èç-çà íåóïðóãîãî ýëåêòðîííîãî ðàññåÿíèÿ
íà òàêèõ êàïëÿõ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (T ).

Äðóãèì ïðèìåðîì êâàíòîâîé èíòåðôåðåíöèè ýëåêòðîííûõ àìïëèòóä,
ïðèâîäÿùåé ê ìàêðîñêîïè÷åñêèì íàáëþäàåìûì ñëåäñòâèÿì, ÿâëÿåòñÿ
ñëàáî-ëîêàëèçàöèîííàÿ ïîïðàâêà. Â ýòîì ñëó÷àå äâå ýëåêòðîííûå
òðàåêòîðèè â íåóïîðÿäî÷åííîì îáðàçöå, ïðîõîäÿùèå â äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êîíñòðóêòèâíî èíòåðôåðèðóþò.
Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ýëåêòðîí
âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, è ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøèòñÿ
ïðîâîäèìîñòü. Íàëè÷èå âîçìóùåíèé, ðàçðóøàþùèõ èíâàðèàíòíîñòü
ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè, òàêèõ êàê ìàãíèòíûå ïðèìåñè,
ðàññìîòðåííûå âûøå, èëè ìàãíèòíîå ïîëå, äåëàåò äâå òðàåêòîðèè
íå ýêâèâàëåíòíûìè è, òàêèì îáðàçîì, ïîäàâëÿåò ýôôåêò. Âêëàä âî
âðåìÿ äåôàçèðîâêè, îáóñëîâëåííûé ðàññìîòðåííûì âûøå íåóïðóãèì
ðàññåÿíèåì íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ, âëèÿåò íà çàâèñèìîñòü ñëàáî-
ëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêè îò òåìïåðàòóðû è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
[91, 60, 19, 61, 45]. Äîïîëíèòåëüíîå âëèÿíèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé
íà ïðîâîäèìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîìèìî âëèÿíèÿ íà ñëàáî-ëîêàëèçàöèîííóþ ïîïðàâêó íåóïðóãîå
ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñåÿõ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîïðàâêè
òèïà Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà íà ïðîâîäèìîñòü [69, 68, 85]. Îñíîâíîå
îòëè÷èå ýòîãî ýôôåêòà îò îïèñàííîãî âûøå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí
îáóñëîâëåí âèðòóàëüíûìè ïðîöåññàìè, à íå ðåàëüíûìè ïåðåõîäàìè. Ýòè
òåìïåðàòóðîçàâèñèìûå ïîïðàâêè áûëè íàéäåíû ðàíåå â òðåòüåì ïîðÿäêå
â îáìåííîì âçàèìîäåéñòâèè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ïî÷åìó ýòî ñàìûé íèçêèé
ïîðÿäîê, â êîòîðîì òàêèå ïîïðàâêè ìîãóò âîçíèêàòü. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü íåóïðóãîå ðàññåÿíèå ìàãíèòíîé ïðèìåñè
â ïðåäåëàõ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà, íåîáõîäèìî èìåòü ðàñùåïëåíèå
Çååìàíà. Îäíàêî, ðàñùåïëåíèå Çååìàíà èíäóöèðóåò îáðåçêó äëÿ
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ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôóçèîííûõ ìîä. Ýòî çàïðåùàåò çàâèñÿùóþ îò
òåìïåðàòóðû ïîïðàâêó ê ïðîâîäèìîñòè âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî îáìåííîìó
âçàèìîäåéñòâèþ. Îäíàêî, âûøåïðèâåäåííûå àðãóìåíòû ïðåäïîëàãàþò,
÷òî ðàñùåïëåíèå Çååìàíà äëÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè è äëÿ ýëåêòðîíà
îäèíàêîâî, ÷òî âåðíî ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ g-ôàêòîðû áëèçêè.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé î÷åíü ðàçíûõ g-ôàêòîðîâ
ýëåêòðîíà, ge è ìàãíèòíîé ïðèìåñè gi: |gi| � |ge|. Â ýòîì ñëó÷àå
çååìàíîâñêîå ðàñùåïëåíèå äëÿ ïðèìåñè, bi = giµBH ìîæåò áûòü
íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ýëåêòðîííîå ðàñùåïëåíèå Çååìàíà, be = geµBH,
çäåñü µB îçíà÷àåò ìàãíèòîí Áîðà, à H - âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå.
Äëÿ êîíêðåòíîñòè ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ýëåêòðîííóþ ñèñòåìó â
ïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå H. Çàòåì, êàê ìû ïîêàæåì, ñóùåñòâóåò
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïîïðàâêà ïî T ê ïðîâîäèìîñòè çà ñ÷åò íåóïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ â ïðèáëèæåíèè Áîðíà ïðè óñëîâèè,
÷òî òåìïåðàòóðà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì:

|be| � T � |bi| . (1)

Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì, êàê íåóïðóãîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ
ïðèìåñÿõ âëèÿåò íà ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Ìû
íàõîäèì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåóïðóãîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ
ïðèìåñÿõ ìîäèôèöèðóåò ïîïðàâêó Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå âëèÿåò íà ïîïðàâêó
ê ïðîâîäèìîñòè, îáóñëîâëåííóþ íåóïðóãèì ðàññåÿíèåì íà ìàãíèòíûõ
ïðèìåñÿõ (êîòîðàÿ òàêæå ñóùåñòâóåò ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðîí-
ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ).

Êàê èçâåñòíî, óïîìÿíóòûå âûøå ýôôåêòû ñëàáîé ëîêàëèçàöèè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäâåñòíèêîâ ðåæèìà ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè.
Ñèëüíàÿ ëîêàëèçàöèÿ íåèçáåæíà â 1- èëè 2-ìåðíûõ îáðàçöàõ ñ
ðàçìåðàìè, ïðåâûøàþùèìè äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà (L > l), â
ñëó÷àå îòñóòñòâèå ïðîöåññîâ ñáîÿ ôàçû èç-çà âçàèìîäåéñòâèé èëè
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûõ
âçàèìîäåéñòâèé îáû÷íûìè âåëè÷èíàìè, èññëåäóåìûìè â ýòîì êîíòåêñòå,
ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòû îäíî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè, óñðåäíåííûå
ïî áåñïîðÿäêó. Â òî÷êå ïåðåõîäà íàáëþäàåòñÿ íåòðèâèàëüíûé
ïîëèíîìèàëüíûé ñêåéëèíã ñ ðàçìåðîì ñèñòåìû[95, 26], íàçûâàåìûé
ìóëüòèôðàêòàëüíîñòüþ. Ñëåäñòâèåì ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè âîëíîâûõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ñêåéëèíã ìîìåíòîâ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé (LDOS) ñ ðàçìåðîì ñèñòåìû L:

〈ρq(E, r)〉dis

〈ρ(E, r)〉qdis

∝ L−∆q , (2)
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ãäå êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ∆q 6 0 ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé
íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî q. Êàê ïðàâèëî, ñîîòíîøåíèÿ òèïà Óð.
(2) ñòðàäàþò îò íàëè÷èÿ ñóáëèäèðóþùèõ ïîïðàâîê. Ìîìåíòû
LDOS ïðèìå÷àòåëüíû îòñóòñòâèåì òàêèõ ïîïðàâîê ê ñêåéëèíãó (2).
Ôàêòè÷åñêè, ñóùåñòâóåò ãîðàçäî áîëüøå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå íà ïåðåõîäå Àíäåðñîíà äåìîíñòðèðóþò ÷èñòûé ñêåéëèíã,
ïîõîæèé íà Eq. (2) ñ îòðèöàòåëüíûìè êðèòè÷åñêèìè ýêñïîíåíòàìè
[42]. Íåäàâíî áûë ïðåäëîæåí ðåöåïò ïîñòðîåíèÿ òàêèõ íàáëþäàåìûõ
ñ ÷èñòûì ñêåéëèíãîì èç óñðåäíåííûõ ïî áåñïîðÿäêó êîìáèíàöèé
ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé (èëè, àëüòåðíàòèâíî, îäíî÷àñòè÷íûõ
ôóíêöèé Ãðèíà) â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ [38].

Òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà Àíäåðñîíà
îáåñïå÷èâàåò íåëèíåéíàÿ ñèãìà-ìîäåëü (NLSM) [94]. Â ðàìêàõ ïîäõîäà
NLSM êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ∆q îïðåäåëÿþòñÿ àíîìàëüíûìè ðàçìåðàìè
íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà áåç ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïðîèçâîäíûõ. Íàáîð âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ ñ ÷èñòûì ñêåéëèíãîì
(ñ îòðèöàòåëüíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè êðèòè÷åñêèìè ýêñïîíåíòàìè)
áûë íàéäåí ñ ïîìîùüþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî àíàëèçà ìíîãîîáðàçèÿ
NLSM [42]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ñòàòüå Ref. [38] äîêàçàíû
òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè ìåæäó êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè
ýòèõ îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà.

Âûøåóïîìÿíóòûé ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ìóëüòèôðàêòàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ áûë äîñòèãíóò äëÿ ïåðåõîäîâ
Àíäåðñîíà â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèé. Ïåðåõîäû ìåòàëë-èçîëÿòîð
ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïðè íàëè÷èè áåñïîðÿäêà è ýëåêòðîííî-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ [58, 32, 25]. Â ýòîì ñëó÷àå îíè îáû÷íî íàçûâàþòñÿ
ïåðåõîäàìè Ìîòòà-Àíäåðñîíà (ñì. îáçîð [34, 17]). Îáû÷íî íå
òîëüêî êóëîíîâñêîå, íî äàæå êîðîòêîäåéñòâóþùåå ýëåêòðîíí-
ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ðåëåâàíòíûì âîçìóùåíèåì â
ñìûñëå ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû (RG) äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, îïèñûâàþùåé ïåðåõîä Àíäåðñîíà. Òîãäà ïåðåõîä
Ìîòòà-Àíäåðñîíà ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâóþùåé íåïîäâèæíîé
òî÷êå, äëÿ êîòîðîé, êàê ïðàâèëî, íàáîð êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ
îòëè÷àåòñÿ îò íàáîðà äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ñëó÷àÿ.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñóäüáà ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè íà ïåðåõîäàõ
Ìîòò-Àíäåðñîíà íå áûëà èçâåñòíà. Â ñòàòüÿõ [22, 24, 23], â
ðàìêàõ àíàëèçà NLSM â ðàçìåðíîñòè d = 2 + ε áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ñêåéëèíã LDOS (2) ñóùåñòâóåò ïðè ïåðåõîäàõ ìåòàëë-èçîëÿòîð â
ïðèñóòñòâèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè
îæèäàíèÿìè êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ∆q îòëè÷àþòñÿ îò èõ çíà÷åíèé
äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
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âûæèâàíèå ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè â LDOS â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ àïðèîðè íå î÷åâèäíî èç-çà òàê íàçûâàåìîé zero-bias
anomaly, ò.å. ñèëüíîãî ïîäàâëåíèÿ óñðåäíåííîé ïî áåñïîðÿäêó LDOS
íà ýíåðãèè Ôåðìè [8, 10, 9, 30, 80]. Óòâåðæäåíèå â ñòàòüÿõ[22, 24, 23] î
ñóùåñòâîâàíèè ìóëüòèôðàêòàëüíîñòè LDOS â ïðèñóòñòâèè êóëîíîâñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ áîëåå ðàííèì ÷èñëåííûì àíàëèçîì â
ðàìêàõ òåîðèè ôóíêöèîíàëà ïëîòíîñòè (DFT) [40, 41], à òàêæå ñ
ìîäåëèðîâàíèåì Õàðòðè-Ôîêà çàäà÷è [11]. Ðàññìîòðåíèå â ñòàòüÿõ [22,
24, 23] îãðàíè÷èâàëîñü ìîìåíòàìè LDOS, êîòîðûå, êàê áûëî ïîêàçàíî,
ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðàì ÷èñòîãî ñêåéëèíãà Ôèíêåëüøòåéíîâñêîé
NLSM. Òàêèì îáðàçîì, â ãëàâå 3 ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé âîïðîñ:
êàêîâû îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà Ôèíêåëüøòåéíîâñêîé NLSM,
îïèñûâàþùèå ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè îäèíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
Ãðèíà íà ïåðåõîäå Ìîòòà-Àíäåðñîíà?

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 1 ìû èññëåäóåì ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà êâàíòîâîé òî÷êå.
Äëÿ ïðîñòîòû ìû ìîäåëèðóåì ýëåêòðîííóþ êàïëþ êâàíòîâîé òî÷êîé,
îïèñûâàåìóþ òàê íàçûâàåìûì óíèâåðñàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì [52]
ñ áîëüøîé çàðÿäîâîé ýíåðãèåé (Ec) è ôåððîìàãíèòíûì îáìåííûì
âçàèìîäåéñòâèåì (J > 0). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êâàíòîâàÿ òî÷êà
ñëàáî ñâÿçàíà òóííåëüíûì îáðàçîì ñ ýëåêòðîíàìè, ó÷àñòâóþùèìè â
òðàíñïîðòå. Äëÿ êâàíòîâîé òî÷êè ìû êîíöåíòðèðóåìñÿ íà ðåæèìå
ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû, Ec � T , ñ öåëûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ íà
êâàíòîâîé òî÷êå. Â ýòîì ðåæèìå âåäóùèé âêëàä â ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ
íà êâàíòîâîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ÷åòâåðòîìó ïîðÿäêó ïî àìïëèòóäàì
òóííåëèðîâàíèÿ. Ýòî àíàëîãè÷íî ðåæèìó êîòóííåëèðîâàíèÿ ïðè
ñòàíäàðòíîì àíàëèçå ïåðåíîñà ÷åðåç êâàíòîâóþ òî÷êó ñ ñèëüíîé
êóëîíîâñêîé áëîêàäîé. Ìû ñðàâíèâàåì äâà ðàçíûõ ñëó÷àÿ îáìåííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ â êâàíòîâîé òî÷êå: âçàèìîäåéñòâèå Ãåéçåíáåðãà è
Èçèíãà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóììàðíûé ñïèí êâàíòîâîé òî÷êè â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè ìîæíî îöåíèòü êàê S ≈ J/[2(δ − J)], ãäå δ îáîçíà÷àåò ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó îäíî÷àñòè÷íûìè óðîâíÿìè â êâàíòîâîé òî÷êå [52].
Âáëèçè ìàêðîñêîïè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîóíåðà, δ−J � δ, J , îáùèé
ñïèí êâàíòîâîé òî÷êè áîëüøîé S � 1. Äëÿ èçèíãîâñêîãî îáìåíà
ñóììàðíûé ñïèí â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ðàâåí íóëþ äëÿ J < δ, ò.å.
ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ñòîóíåðîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü îòñóòñòâóåò [52].

Â îáùåì, íåóïðóãîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ÷ëåíîâ:
óïðóãîãî ñïèí-ôëèïà (ïåðåâîðîòà ñïèíà), íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèïà è
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íåóïðóãîãî âêëàäà áåç ñïèí-ôëèïà. Â äàííîé ãëàâå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ
íà ñëó÷àå ñèëüíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ: êâàíòîâàÿ òî÷êà áëèçêà
ê ìåçîñêîïè÷åñêèé íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîóíåðà, δ − J � δ, è íèçêèõ
òåìïåðàòóð T . δ−J . Ìû íàõîäèì, ÷òî äëÿ ìàëîé ýíåðãèè íàëåòàþùåãî
ýëåêòðîíà, ε� δ:

(i) âêëàä óïðóãîãî ñïèí-ôëèïà òàêîé æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ìàãíèòíîé
ïðèìåñè ñî ñïèíîì S ≈ J/[2(δ − J)]� 1;

(ii) ïðè ýíåðãèÿõ ε & δ − J ñòàíîâÿòñÿ àêòèâíûìè íåóïðóãèå êàíàëû
ñïèí-ôëèï è áåç ñïèí-ôëèïà; îíè äîáàâëÿþò âêëàä, êîòîðûé
ñîñòàâëÿåò â 1/S2 ∼ (1 − J/δ)2 ðàç ìåíüøå, ÷åì âêëàä óïðóãîãî
ñïèí-ôëèïà.

Íàëè÷èå áîëüøîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé ðàñùåïëåíèÿ
Çååìàíà ïîäàâëÿåò âêëàä óïðóãîãî ñïèí-ôëèïà çà ñ÷åò ðàçðóøåíèÿ
ìåçîñêîïè÷åñêîé ôàçû Ñòîóíåðà [21]. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåóïðóãîå
ñå÷åíèå èñ÷åçàåò äëÿ ýíåðãèé |ε| . δ − J . Ïðè áîëåå âûñîêèõ ýíåðãèÿõ
δ − J . |ε| � δ, íåóïðóãîå ñå÷åíèå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà âêëàäà
óïðóãîãî ñïèí-ôëèïà (áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ) äëÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñî
ñïèíîì 1/2. Â ñëó÷àå îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Èçèíãà ìû íàõîäèì, ÷òî
íåóïðóãîå ñå÷åíèå ïðè ýíåðãèÿõ |ε| . δ − J ÷óâñòâèòåëüíî ê ÷åòíîñòè
÷èñëà ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷êå: äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ
èìååòñÿ âêëàä óïðóãîãî ñïèíà-ôëèïà, ïîäîáíûé ñëó÷àþ ìàãíèòíîé
ïðèìåñè ñî ñïèíîì 1/2. Íåîæèäàííî, íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ýíåðãèÿõ
δ − J . |ε| � δ íåóïðóãîå ñå÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè íå÷óâñòâèòåëüíûì
ê ÷åòíîñòè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû èçó÷àåì êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè
äâóìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé âçàèìîäåéñòâóþùåé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû
èç-çà íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ïðè íàëè÷èè
êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ â äèôôóçèîííîì
ðåæèìå. Ìû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå ñëàáîãî ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèÿ,
îáóñëîâëåííîãî îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ðåäêèõ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé
ñ ýëåêòðîíàìè. Ìû íå ïðåäïîëàãàåì êîððåëÿöèé ìåæäó ðåäêèìè
ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî òîëüêî çà ñ÷åò âèðòóàëüíîãî íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà
ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïîïðàâêà ê ïðîâîäèìîñòè
òèïà Àëüòøóëåðà-Ààðîíîâà. Òî÷íåå, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò,
(i) ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ g-ôàêòîðîâ äëÿ ýëåêòðîíîâ
è ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé, |ge| � |gi|; (ii) ìû ôîêóñèðóåìñÿ íà
ïðîìåæóòî÷íîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð |ge|µBH � T � |gi|µBH;
(iii) ìû ó÷èòûâàëè âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ è ýëåêòðîíîâ â êàíàëå
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"÷àñòèöà-äûðêà". Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà
íåóïðóãîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîé
òåìïåðàòóðîçàâèñèìîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè. Êðîìå òîãî,
íåóïðóãîå ðàññåÿíèå ìîäèôèöèðóåò ïîïðàâêè Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà ê
ïðîâîäèìîñòè. Íàøè ïðåäñêàçàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ãèïîòåçó äëÿ ïðîâåðêè
â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ íèçêîòåìïåðàòóðíîãî òðàíñïîðòà
â ýëåêòðîííî-íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ ñ ðåäêèìè ìàãíèòíûìè
ïðèìåñÿìè.

Â ãëàâå 3 ìû èññëåäóåì ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû ðåíîðì-ãðóïïû
Ôèíêåëüøòåéíîâñêîé NLSM ñî âçàèìîäåéñòâèåì. Íåîæèäàííî
áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ýòè îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà NLSM
Ôèíêåëüøòåéíà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïóòåì ïðÿìîãî îáîáùåíèÿ
îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà áåç ïðîèçâîäíûõ, èçâåñòíûõ äëÿ
íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ NLSM. Ýòè îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà
îïèñûâàþò ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà
è ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ïðèñóòñòâèè ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû îïðåäåëèëè àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè òàêèõ
îïåðàòîðîâ â òåîðèè ñî âçàèìîäåéñòâèåì â äâóõ-ïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè.
Ïîêàçàíî, ÷òî îíè ìîäèôèöèðóþòñÿ èç-çà ïðèñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ïîäîáíî íåâçàèìîäåéñòâóþùåìó ñëó÷àþ, ïðèìåðíî ïîëîâèíà èç ýòèõ
îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà äåìîíñòðèðóþò ìóëüòèôðàêòàëüíîå
ïîâåäåíèå.



12 ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ



Ãëàâà 1

Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå

ýëåêòðîíîâ íà êâàíòîâîé òî÷êå

Â ýòîé ãëàâå ìû èññëåäóåì ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ
íà ìåòàëëè÷åñêîé êâàíòîâîé òî÷êå, áëèçêîé ê íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîóíåðà.
Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ðåæèìå ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû, â
êîòîðîé â ñå÷åíèè ðàññåÿíèÿ äîìèíèðóþò ïðîöåññû êîòóííåëèðîâàíèÿ.
Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà
ïðèîáðåòàåò êîíå÷íûé ïîëíûé ñïèí â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Â ýòîì,
òàê íàçûâàåìîì ðåæèìå ìåçîñêîïè÷åñêîé íåóñòîé÷èîñòè Ñòîíåðà,
ìû íàõîäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ íåóïðóãîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ (âêëþ÷àÿ âêëàä, îáóñëîâëåííûé óïðóãèì ïåðåâîðîòîì
ñïèíà ýëåêòðîíà) äëÿ ýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé, áëèçêîé ê õèìè÷åñêîìó
ïîòåíöèàëó, îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñ òåì æå
ñàìûì ñïèíîì. Ýòî ðàçëè÷èå âûòåêàåò èç (i) íàëè÷èÿ íèçêîëåæàùèõ
ñîñòîÿíèé ìíîãèõ òåë êâàíòîâîé òî÷êè è (ii) êîððåëÿöèé àìïëèòóä
òóííåëèðîâàíèÿ. Íàøè ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîå îáúÿñíåíèå
îòñóòñòâèþ íàñûùåíèÿ ñêîðîñòè äåôàçèíãà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â
íåäàâíåì ýêñïåðèìåíòå[87], â êîòîðîì, êàê óòâåðæäàåòñÿ àâòîðàìè, áûëî
ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ñïèíîâûõ êàïåëü â íåóïîðÿäî÷åííîé
ýëåêòðîííîé æèäêîñòè.

1.1 Ìîòèâàöèÿ

.

Ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ñóùåñòâåííî âëèÿåò
íà ñâîéñòâà ýëåêòðîííûõ ñèñòåì ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ñàìîé
ïðîñòîé ìîäåëüþ ìàãíèòíîé ïðèìåñè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð

13



14 ÃËÀÂÀ 1. ÍÅÓÏÐÓÃÎÅ ÐÀÑÑÅßÍÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ...

ôèêñèðîâàííîé äëèíû, ðàâíûé S. Õîòÿ ýòà ìîäåëü èãíîðèðóåò
êâàíòîâóþ ïðèðîäó ñïèíà, îíà äîñòàòî÷íà, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ïîëó÷èòü èíòåðåñíûå íåòðèâèàëüíûå ýôôåêòû, íàïðèìåð, ïîäàâëåíèå
òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà çà ñ÷åò óïðóãîãî ñïèíà-ôëèïà
[2]. Îáû÷íî ýòî êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ
ìàãíèòíûõ àòîìîâ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, òàê êàê èõ ñïèí íåâåëèê,
S ∼ 1. Âàæíî, ÷òî êâàíòîâûå ýôôåêòû â äèíàìèêå ñïèíà ìîãóò ñäåëàòü
ýëåêòðîííîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíîé ïðèìåñè íåóïðóãèì. Íàïðèìåð,
ðàñùåïëåíèå Çååìàíà äåëàåò ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèå çàâèñèìûì îò ýíåðãèè
è ïîäàâëÿåò åãî çà ñ÷åò ïîëÿðèçàöèè ñïèíà âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ
[91]. Äðóãèì èçâåñòíûì êâàíòîâûì ýôôåêòîì ÿâëÿåòñÿ ðåíîðìàëèçàöèÿ
Êîíäî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñïèíîì ýëåêòðîíà è ñïèíîì
ïðèìåñè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåìîíîòîííîé òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè
óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (îáçîð ñì. [1]).

Ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ìàãíèòíîé ïðèìåñüþ ìîæíî
óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ. Íàïðèìåð,
îñîáåííîñòü ïðîáëåìû Êîíäî ìîæíî óâèäåòü â íåìîíîòîíè÷åñêîì
ïîâåäåíèè ñå÷åíèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñ ýíåðãèåé ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå [101]. Ýòà íåìîíîòîííîñòü ïåðåõîäèò â íåìîíîòîííóþ
òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ýëåêòðîííîãî äåôàçèíãà èç-çà
ðåäêèõ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Âêëàä â ñêîðîñòü ýëåêòðîííîãî äåôàçèíãà,
îáóñëîâëåííûé íåóïðóãèì ðàññåÿíèåì íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ, âëèÿåò
íà çàâèñèìîñòü ïîïðàâêè ñëàáîé ëîêàëèçàöèè îò òåìïåðàòóðû è
ìàãíèòíîãî ïîëÿ [91, 60, 19, 61, 45].

Â ðåàëüíûõ ìàòåðèàëàõ ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ìàãíèòíàÿ
ïðèìåñü ñî ñïèíîì 1/2 ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà ýëåêòðîíîì, çàíèìàþùèì
ëîêàëèçîâàííûé óðîâåíü [78]. Ìàãíèòíàÿ ïðèìåñü ñî ñïèíîì S >
1/2 ìîæåò áûòü èìèòèðîâàíà ëîâóøêîé, â êîòîðîé ëîêàëèçîâàíî
ìíîãî ýëåêòðîíîâ. Íåäàâíî òàêèå ýëåêòðîííûå êàïëè ñî ñïèíîì
S ≈ 2 (íà êàïëþ) áûëè îáíàðóæåíû â äâóìåðíîé (2D) ýëåêòðîííîé
ñèñòåìå â Si-MOSFET ïîñðåäñòâîì òåðìîäèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé
íàìàãíè÷åííîñòè îáðàçöà [73, 87]. Ïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî îáìåííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ â äâóìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìå ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñïèí ýëåêòðîííîé êàïëè ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èç-
çà ÿâëåíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîíåðà [52],[65]. Êîíå÷íûé
ñïèí ýëåêòðîííîé êàïëè äàåò ïîâåäåíèå ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè
òèïà Êþðè. Òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü èçìåðåííîé íàìàãíè÷åííîñòè
ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêîíîì Êþðè äëÿ ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè îäíîé
êàïëè ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ êîíöåíòðàöèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà
òåìïåðàòóðå [73, 87]. Èìåÿ â âèäó ýòè ýêñïåðèìåíòû, ìû èññëåäóåì
âëèÿíèå òàêèõ ìíîãîýëåêòðîííûõ êàïåëü (êâàíòîâûõ òî÷åê) ñ êîíå÷íûì
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ñïèíîì íà òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà 2D ýëåêòðîííîé ñèñòåìû.

1.2 Ôîðìàëèçì

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî ãàìèëüòîíèàíà

H = HQD +HR +HT . (1.1)

Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí HQD îïèñûâàåò ýëåêòðîíû â êâàíòîâîé òî÷êå.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ìåòàëëè÷åñêóþ êâàíòîâóþ òî÷êó, ò.å. ñ áîëüøîé
áåçðàçìåðíîé ïðîâîäèìîñòüþ, gTh = ETh/δ � 1, ãäå ETh îáîçíà÷àåò
ýíåðãèþ Òàóëåññà. Â äàííîì ñëó÷àå êâàíòîâàÿ òî÷êà òî÷íî îïèñûâàåòñÿ
òàê íàçûâàåìûì óíèâåðñàëüíûì ãàìèëüòîíîì [52],[3]:

HQD =
∑
α,σ

εασd
†
ασdασ + Ec(n̂−N0)2 − JS2. (1.2)

Çäåñü dασ è d†ασ - îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ
ýíåðãèåé εασ = εα + µBgLBσ/2 â êâàíòîâîé òî÷êå, ãäå σ = ±1 îáîçíà÷àåò
ñïèíîâûé èíäåêñ, gL è µB - ýëåêòðîííûé g-ôàêòîð è ìàãíèòîí Áîðà
ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè Óð. (1.2) ó÷èòûâàåò
êóëîíîâñêóþ áëîêàäó. Â íåì çàäåéñòâîâàí îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö,

n̂ =
∑
σ

n̂σ =
∑
α

n̂α =
∑
α,σ

d†ασdασ (1.3)

è âíåøíèé çàðÿä N0. Ïîñëåäíèé òåðìèí â ïðàâîé ÷àñòè Óð. (1.2)
îïèñûâàåò ôåððîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå Ãåéçåíáåðãà (J > 0). Îíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà íà êâàíòîâîé òî÷êå,

S =
1

2

∑
α

sα =
1

2

∑
α,σ,σ′

d†ασσσσ′dασ. (1.4)

Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì âçàèìîäåéñòâèå â êóïåðîâñêîì êàíàëå,
êîòîðîå îòâå÷àåò çà ñâåðõïðîâîäÿùèå êîððåëÿöèè â êâàíòîâûõ òî÷êàõ
[75, 99, 100, 77, 76, 90, 5, 66, 67].

Äàëåå, ÷ëåíHR îïèñûâàåò ýëåêòðîíû â ðåçåðâóàðå. Äëÿ ïðîñòîòû ìû
ïðåíåáðåãàåì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå è çàïèñûâàåì
ãàìèëüòîíèàí êàê

HR =
∑
k,σ

εkσa
†
kσakσ. (1.5)
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Çäåñü a†ασ è aασ - îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ
ýíåðãèåé εkσ = ε(k) + µB g̃LBσ/2 â ðåçåðâóàðå, ãäå g̃L îáîçíà÷àåò g-
ôàêòîð â ðåçåðâóàðå. Ìû îòìå÷àåì, ÷òî âñå ýíåðãèè îòñ÷èòûâàþòñÿ
îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Íàêîíåö, òåðìèí HT ó÷èòûâàåò ñâÿçü ìåæäó êâàíòîâîé òî÷êîé
è ðåçåðâóàðîì. Ìû âûáèðàåì åãî â ñòàíäàðòíîì âèäå òóííåëüíîãî
ãàìèëüòîíèàíà:

HT =
∑
α,σ,k

tαkd
†
ασakσ + h.c. (1.6)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè òóííåëèðîâàíèè èç êâàíòîâîé òî÷êè â ðåçåðâóàð
èëè íàîáîðîò íå ïðîèñõîäèò ñïèí-ôëèï ýëåêòðîíà. Äàëåå ìû
ïðåíåáðåãàåì âëèÿíèåì ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå íà äèíàìèêó ïîëíîãî
ñïèíà êâàíòîâîé òî÷êè (ñì. ññûëêè [81, 82]).

Ñîãëàñíî ñòàòüå [19], Ò-ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ èç ñîñòîÿíèÿ
|kσ〉 ñ ýíåðãèåé ε = εk,σ â ñîñòîÿíèå |k′σ′〉 ìîæåò áûòü íàïèñàíà â
òåðìèíàõ ôóíêöèé Ãðèíà:

〈k′σ′|T |kσ〉 = −
[
G(0)
k′σ′(ε)

]−1

GA
k′σ′;kσ(ε)

[
G(0)
kσ (ε)

]−1

. (1.7)

ãäå G(0) è G - ñâîáîäíàÿ è ïîëíàÿ ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ
ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå, ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Äàéñîíà
äëÿ îïåðåæàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà GA, Óð. (1.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈k′σ′|T |kσ〉 =− δk′,kδσ′,σ
[
G(0)
kσ (ε)

]−1

−
∑
αβ

t̄k′βGAβσ′;ασ(ε)tαk. (1.8)

Çäåñü GAβσ′;ασ(ε) - òî÷íàÿ îïåðåæàþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ýëåêòðîíîâ
â êâàíòîâîé òî÷êå è çíàê ÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàöóáàðîâñêàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà GAβσ′;ασ(iε) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà â ìíèìîì âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, ññûëêó
[56]):

Gασ;βσ′(τ) = − 1

Z
Tr
[
e−τHd†βσ′e

−(β−τ)Hdασ

]
, (1.9)

ãäå τ > 0, β = 1/T è Z = Tr e−βH îçíà÷àåò ñòàòñóììó. Îáùåå ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè |kσ〉 ñâÿçàíî ñ Ò-ìàòðèöåé êàê [19].

σσtot =
2

vF
Im 〈kσ|T |kσ〉. (1.10)
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Çäåñü vF - ýòî ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå íà óðîâíå Ôåðìè.
Â íàøåé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ íà êâàíòîâîé òî÷êå óäîáíåå
èññëåäîâàòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

Aσtot(ε) =
∑
k

δ(ε− εkσ) Im 〈kσ|T |kσ〉, (1.11)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, óñðåäíåííîå ñ
îäíî÷àñòè÷íîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé â ðåçåðâóàðå. Èñïîëüçóÿ Óð.
(1.8), ìîæíî âûðàçèòü âåëè÷èíó Aσtot(ε) êàê

Aσtot(ε) = Im
∑
αβ

Qσ
βα(ε)GAασ;βσ(ε). (1.12)

Çäåñü ìû ââîäèì ìàòðèöó

Qσ
αβ(ε) =

∑
k

δ(ε− εkσ)tαk t̄kβ. (1.13)

Ýòà ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåò òóííåëüíûé êîíòàêò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëèì ìàòðèöó ĝαβ = (4π2/δ)

∑
σQ

σ
αβ(ε). Çàòåì äëÿ ýëåêòðîíà ñ

ýíåðãèåé ε ýôôåêòèâíîå êîëè÷åñòâî îòêðûòûõ òóííåëüíûõ êàíàëîâ Nch

è äåéñòâèòåëüíûé áåçðàçìåðíûé (â åäèíèöàõ e2/h) êîíäàêòàíñ êàíàëà
gch ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

Nch =
(tr ĝ)2

tr ĝ2
, gch =

tr ĝ2

tr ĝ
tr ĝ. (1.14)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáùàÿ ïðîâîäèìîñòü òóííåëüíîãî êîíòàêòà ìàëà,
gT = gchNch = tr ĝ � 1.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî Ò-ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ Óð. (1.12),
óñðåäíÿåòñÿ ïî ðàâíîâåñíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè êâàíòîâîé òî÷êè è
ðåçåðâóàðà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî óñðåäíåíèå âêëþ÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî
íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì êâàíòîâîé òî÷êè ñ âåñîì Ãèááñà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå äëÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ σel ∝ |〈k′σ|T |kσ〉|2,
ãäå εkσ = εk′σ íåïðèìåíèìî äëÿ íàøåãî îïðåäåëåíèÿ Ò-ìàòðèöû. Â
äàëüíåéøåì ìû èçâëå÷åì íåóïðóãóþ ÷àñòü ñå÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî èç
êîíå÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî ñå÷åíèÿ (ñì. ãë. 1.5).

1.3 Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â ðåæèìå

êîòóííåëèðîâàíèÿ

Â ñàìîì íèçêîì ïîðÿäêå ïî Qσ
αβ(ε) ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ôóíêöèåé Ãðèíà ýëåêòðîíîâ íà èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé òî÷êå, ò.å.
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ôóíêöèåé Ãðèíà, ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíèàíó HQD. Çàòåì,
åñëè âåëè÷èíû Qσ

αβ(ε) âåùåñòâåííû, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
òóííåëüíîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé äëÿ èçîëèðîâàííîé êâàíòîâîé òî÷êè.
Â ñëó÷àå êóëîíîâñêîé äîëèíû ýòî ïîäðàçóìåâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîå
ðàññåèâàþùåå ñå÷åíèå ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ |ε| < Ec.

Äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ â ÷åòâ¼ðòîì ïîðÿäêå ïî àìïëèòóäàì
òóííåëèðîâàíèÿ ìû ïðåäñòàâèì áàçèñ òî÷íûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé |i〉 äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (1.2) èçîëèðîâàííîé
êâàíòîâîé òî÷êè: HQD|i〉 = Ei|i〉. Çàòåì âû÷èñëÿÿ ôóíêöèþ Ãðèíà
ýëåêòðîíîâ íà êâàíòîâîé òî÷êå âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî òóííåëèðîâàíèþ
(ñì. Ïðèëîæåíèå 4.1), ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëíîãî
ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ:

Aσtot(ε) = π[1 + e−βε]
∑
αβγη

∑
i,f,σ′

pi

∫
dε′

Qσ
βα(ε)Qσ′

γη(ε
′)

1 + e−βε′

×〈i|d†γσ′
1

ε′ − Ei +HQD

dασ + dασ
1

ε+ Ei −HQD

d†γσ′ |f〉

×〈f |d†βσ
1

ε′ − Ei +HQD

dησ′ + dησ′
1

ε+ Ei −HQD

d†βσ|i〉

×δ(ε+ Ei − Ef − ε′). (1.15)

Çäåñü pi = exp(−βEi)/Z, ãäå Z =
∑

i exp(−βEi), ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ
Ãèááñà äëÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé òî÷êè.Îòìåòèì, ÷òî
ðåçóëüòàò (1.15) ìîæíî ïîëó÷èòü è â ðàìêàõ ïîäõîäà îáîáùåííîãî
çîëîòîãî ïðàâèëà Ôåðìè äëÿ Ò-ìàòðèöû (ñì. ïðèëîæåíèå 4.2). Êàê
óæå ãîâîðèëîñü âûøå, íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî íåóïðóãîå ðàññåÿíèå, à
çíà÷èò, ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé òî÷êè, i 6= f . Äàëåå ìû ïðåíåáðåãàåì âîçìîæíîé
çàâèñèìîñòüþ Qσ

βα îò ñïèíîâîãî èíäåêñà σ.

1.4 Êâàíòîâàÿ òî÷êà ñ îäíèì óðîâíåì

Äëÿ èëëþñòðàöèè îáùåãî âûðàæåíèÿ (1.15) äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ìû
ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð îäíîóðîâíåâîé êâàíòîâîé òî÷êè. Â äàííîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ òî÷êè: ñîñòîÿíèå áåç ýëåêòðîíîâ,
|0〉, äâà ñîñòîÿíèÿ ñ îäíèì ýëåêòðîíîì, | ↑〉 è | ↓〉, è ñîñòîÿíèå ñ
äâóìÿ ýëåêòðîíàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè, | ↑↓〉. Îòìåòèì,
÷òî õîòÿ îïèñàíèå â òåðìèíàõ óíèâåðñàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.2)
íå ïðèìåíèìî äëÿ îäíîóðîâíåâîé êâàíòîâîé òî÷êè, îáùåå âûðàæåíèå
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(1.15), íàïèñàííîå â òåðìèíàõ òî÷íûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé, êîððåêòíî. Äàëåå, ìû íàõîäèì èç Óð. (1.15)

Aσtot(ε) = πQ2(ε)

[
p0 + pσ

(ε+ E0 − Eσ)2
+

pσ̄ + p↑↓
(ε+ Eσ̄ − E↑↓)2

]
+ πQ(ε)Q(ε+ Eσ − Eσ̄)

1 + e−βε

1 + e−β(ε+Eσ−Eσ̄)

× pσ
[

1

Eσ̄ − E0 − ε
+

1

ε+ Eσ − E↑↓

]2

. (1.16)

Çäåñü σ =↑, ↓ è σ̄ =↓, ↑, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâûé òåðìèí â ïðàâîé
÷àñòè Óð. (1.16) îïèñûâàåò óïðóãèé ñïèí-ôëèï ýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé ε
è ïðîåêöèþ ñïèíà σ ïîñëå ðàññåÿíèÿ íà îäíîóðîâíåâîé êâàíòîâîé òî÷êå.
Âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ðàññåÿíèþ ñî ñïèí-ôëèïîì. Â îòñóòñòâèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâà ñîñòîÿíèÿ ñ îäíèì ýëåêòðîíîì èìåþò îäèíàêîâóþ
ýíåðãèþ, E↑ = E↓, à ðåçóëüòàò (1.16) ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ñòàòåé
[50, 51] äëÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïðîõîæäåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíàìè ââåðõ è âíèç íå ýêâèâàëåíòíû, E↑ 6= E↓,
è ðàññåÿíèå ñî ñïèí-ôëèïîì ñòàíîâèòñÿ íåóïðóãèì. Ïðè îòñóòñòâèè
âçàèìîäåéñòâèÿ ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ äâóìÿ ýëåêòðîíàìè âûðàæàåòñÿ
ýíåðãèåé ñîñòîÿíèé ñ îäíèì è íóëåâûì ýëåêòðîíîì, E↑↓ = E↑ + E↓ −
E0. Òîãäà èñ÷åçàåò ÷ëåí ñî ñïèí-ôëèïîì â ñå÷åíèè ðàññåÿíèÿ (1.16).
Óïðóãèé âêëàä ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñèìûì îò òåìïåðàòóðû. Â ñîãëàñèè
ñ ðàáîòàìè [50, 51], ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà îäíîóðîâíåâîé êâàíòîâîé
òî÷êå ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ êîãåðåíòíûì.

Äëÿ E0, E↑↓ →∞ îäíîóðîâíåâàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü çàíÿòà
òîëüêî îäíèì ýëåêòðîíîì, ò.å. êâàíòîâàÿ òî÷êà âåäåò ñåáÿ êàê ñïèí
1/2. Â ýòîì ñëó÷àå ñïèí-ôëèï íåóïðóãàÿ ÷àñòü Óð. (1.16) ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

Aσinel,sf(ε) = πν2J2
s

[
p̄↓
[
1− nF (ε+ ωσ)

]
+ p̄↑nF (ε+ ωσ)

]
. (1.17)

Çäåñü ωσ = Eσ−Eσ̄, nF (ε) = 1/[1+exp(βε)] - ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Ôåðìè-Äèðàêà, à p̄σ = nF (ωσ) - ýòî âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîåêöèåé
ñïèíà σ. Èãíîðèðóÿ çàâèñèìîñòü àìïëèòóä òóííåëèðîâàíèÿ â Q îò
ýíåðãèè, ìîæíî çàïèñàòü ýôôåêòèâíóþ îáìåííóþ ñâÿçü ìåæäó ñïèíîì
ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå è ñïèíîì ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷êå êàê
Js = ν−1Q[1/E0 + 1/E↑↓], ãäå ν - ýòî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà
îäíó ïðîåêöèþ ñïèíà íà óðîâíå Ôåðìè äëÿ ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå.
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Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî òàêèõ êâàíòîâûõ òî÷åê
(ñïèíîâûå ïðèìåñè 1/2) ñ êîíöåíòðàöèåé ns è îïðåäåëèì ÷àñòîòó
ïðîöåññîâ ñïèí-ôëèïà äëÿ ýëåêòðîíà â ðåçåðâóàðå êàê (2ns/ν)Aσinel,sf(ε),
òî ìû âîñïðîèçâîäèì ðåçóëüòàò ñòàòüè[92].

1.5 Ìíîãîóðîâíåâàÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà âáëèçè

Ñòîóíåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ìíîãîóðîâíåâóþ êâàíòîâóþ òî÷êó, îïèñûâàåìóþ
óíèâåðñàëüíûì ãàìèëüòîíîì (1.2). Íàïîìèíàåì, ÷òî çàðÿäîâàÿ ýíåðãèÿ
Ec áîëüøàÿ, Ec � T, ε, δ, J , à âíåøíèé çàðÿä N0 èìååò öåëîå çíà÷åíèå.
Òîãäà ýíåðãèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé â ïðàâîé ÷àñòè Óð. (1.15)
ðàâíà çàðÿäîâîé ýíåðãèè, HQD − Ei = Ec. Îïóñêàÿ óïðóãèé âêëàä, ò.å.
÷ëåí ñ |i〉 = |f〉, èç Óð. (1.15), è èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííîå îòíîøåíèå
[d†ασ, dβσ′ ] = δαβδσσ′ − 2dβσ′d

†
ασ, ìû ïåðåïèñûâàåì íåóïðóãèé âêëàä â

ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ êàê

Aσinel(ε) =
4π

E2
c

∑
α,γ

∑
f 6=i,σ′

Qγα(ε)Qαγ(ε+ Ei − Ef )

× pi[1 + e−βε]

1 + e−β(ε+Ei−Ef )
〈i|d†ασ′dασ|f〉〈f |d

†
γσdγσ′ |i〉

+
4π

E2
c

∑
α6=γ

∑
f 6=i,σ′

Qαα(ε)Qγγ(ε+ Ei − Ef )

× pi[1 + e−βε]

1 + e−β(ε+Ei−Ef )
〈i|d†γσ′dασ|f〉〈f |d

†
ασdγσ′ |i〉 (1.18)

Çäåñü ìû ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå, ÷òî íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ
êâàíòîâîé òî÷êè èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ.

Óðàâíåíèå (1.18) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû.
Ìû îòìåòèì, ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íåóïðóãîãî ñå÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðûé
îïèñûâàåò êâàíòîâóþ òî÷êó ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ãàìèëüòîíèàí
ñîõðàíÿåò îáùåå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ N , à ýíåðãèè òî÷íûõ ñîñòîÿíèé
ìíîãèõ òåë ñ N è N ± 1 ðàçëè÷àþòñÿ íà áîëüøîå çíà÷åíèå çàðÿäîâîé
ýíåðãèè. Äëÿ óíèâåðñàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà (1.2) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ â Óð. (1.18) ìîæíî òî÷íî ðàññ÷èòàòü
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Âåé-Íîðìàíà-Êîëîêîëîâà [98],[46, 47, 28, 27,
48], êîòîðûé íåäàâíî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ òî÷íîé îöåíêè ñïèíîâîé
âîñïðèèì÷èâîñòè è òóííåëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé [20],[21]. Ïîñêîëüêó
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â ýòîé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóþò íèçêèå òåìïåðàòóðû, T � δ è íèçêèå
ýíåðãèè íàëåòàþùåãî ýëåêòðîíà, |ε| � δ, òî ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðîñòîé ïîäõîä ñ êîýôôèöèåíòàìè Êëåáøà-Ãîðäàíà, èñïîëüçóåìûìè
äëÿ îïèñàíèÿ ïðîâîäèìîñòè [89],[6] è äðîáîâîãî øóìà [84] ÷åðåç
êâàíòîâóþ òî÷êó ñ îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì Ãåéçåíáåðãà ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ.

Â îáùåì ñëó÷àå àìïëèòóäû òóííåëèðîâàíèÿ tαk ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, îáóñëîâëåííûìè ñëó÷àéíûì ïîâåäåíèåì
ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé â êâàíòîâîé òî÷êå. Äàëåå
íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà ýíåðãèè ýëåêòðîíà äî (ε) è ïîñëå
(ε′ = ε + Ei − Ef ) ðàññåÿíèÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé Ôåðìè
ýëåêòðîíîâ â ðåçåðâóàðå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü
ýíåðãåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ â âåëè÷èíàõ Qαγ. Äëÿ ìåòàëëè÷åñêîé
êâàíòîâîé òî÷êè, gTh � 1, óñðåäíåíèå àìïëèòóä òóííåëèðîâàíèÿ
ïî ðåàëèçàöèÿì áåñïîðÿäêà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò
óðîâíåé ýíåðãèè îòäåëüíûõ ÷àñòèö εα. Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Qαβ ∝ φαφ̄β, ãäå φα ñëó÷àéíûé
âåêòîð ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì: 〈φαφ̄β〉 = Qδαβ è 〈φαφβ〉 = (2/β − 1)Qδαβ.)

QαγQγα =

{
Q2, α 6= γ,

(2/β)Q2, α = γ,
(1.19)

è

QααQγγ = Q2, α 6= γ, (1.20)

ãäå ïàðàìåòð β = 1 è 2 äëÿ îðòîãîíàëüíîãî êëàññà AI è óíèòàðíîãî
êëàññà A, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîñëå óñðåäíåíèÿ Óð. (1.18) ïî
áåñïîðÿäêó ïîëó÷àåì

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

∑
f 6=i

pi[1 + e−βε]

1 + e−β(ε+Ei−Ef )

{∣∣〈i|S−σ|f〉∣∣2
+

(
2

β
− 1

)∑
α,σ′

∣∣〈i|d†ασ′dασ|f〉∣∣2
+
∑
α 6=γ,σ′

∣∣〈i|d†γσ′dασ|f〉∣∣2
}
. (1.21)

ãäå S−σ = Sx − iσSy, σ = ± è Sx, Sy ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè
ïîëíîãî ñïèíà òî÷êè. Çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð n̂σ íå èçìåíÿåò
ìíîãî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå, à ñîñòîÿíèÿ |i〉 è |f〉 îòëè÷àþòñÿ, 〈i|n̂σ|f〉 =
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a) b)

Figure 1.1: Ïðèìåðû íèçêîëåæàùèõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ñ ïîëíûì
ñïèíîì S = 3/2: a) Sz = 1/2 è b) Sz = 3/2.

0. Ïåðâàÿ ñòðîêà â Óð. (1.21) ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó â ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ çà ñ÷åò âðàùåíèÿ ñóììàðíîãî ñïèíà êâàíòîâîé òî÷êè êàê
öåëîãî, ò.å. ñóììàðíûé ñïèí â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ñîñòîÿíèÿõ
îäèíàêîâû. Äðóãèå ÷ëåíû â óðàâíåíèè (1.21) âîçíèêàþò ïîòîìó, ÷òî
â ñëó÷àå êâàíòîâîé òî÷êè ïîëíûé ñïèí ñîñòîèò èç ñïèíîâ îòäåëüíûõ
ýëåêòðîíîâ, çàíèìàþùèõ îäíî÷àñòè÷íûå óðîâíè. Ýòè äîïîëíèòåëüíûå
âêëàäû óâåëè÷èâàþò íåóïðóãîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà êâàíòîâîé òî÷êå
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñ òåì æå çíà÷åíèåì ñïèíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ýëåêòðîíà ñ áîëüøîé ýíåðãèåé, ε � Ef , Ei, T .
Òîãäà ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ

Aσinel =
4πQ2

E2
c

∑
i

pi

〈
i
∣∣∣S(S + 1)− S2

z − σSz

+

(
2

β
− 1

)∑
α

[
n̂ασ̄(1− n̂ασ) + n̂ασ

(
1− 〈i|n̂ασ|i〉

)]
+

1

2

∑
γ 6=α

n̂γ(2− n̂α)
∣∣∣i〉. (1.22)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè (1.22) ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó
K äîñòóïíûõ îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé. Îáû÷íî óâåëè÷åíèå ýëåêòðîííîé
ýíåðãèè íà δ äîáàâëÿåò íîâîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé òî÷êè,
êîòîðîå âíîñèò âêëàä â ñóììó â óðàâíåíèè (1.22). Òîãäà ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå åãî ìîæíî îöåíèòü êàê K ∼ ε/δ. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî K �
N0, S, ïîëó÷àåì, ÷òî ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, Aσinel = 4πQ2N0ε/E

2
c , ïðè δN0, δJ/[2(δ − J)] � ε �

Ec.
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1.6 Íåóïðóãîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â

îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìàëûõ ýëåêòðîííûõ ýíåðãèé ε � δ, J . Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êâàíòîâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ìåçîñêîïè÷åñêîé
Ñòîóíåðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, δ, J � δ − J . Òàêæå ìû ðàññìàòðèâàåì
ñëó÷àé íèçêèõ òåìïåðàòóð T . δ − J �, J . Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì
ñëó÷àé ðàâíîóäàëåííîãî îäíî÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà. Äàëåå ìû îáñóäèì
âëèÿíèå ôëóêòóàöèé îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé. Ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ìíîãî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ñóììàðíûì ñïèíîì S ðàâíà

ES = (δ − J)S2 − JS (1.23)

Çäåñü ìû îïóñêàåì ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé çàðÿäîâîé ýíåðãèè
Ec, ïîñêîëüêó ìû îáñóæäàåì ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì
ýëåêòðîíîâ. Ýòè ìíîãî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñîñòîÿò èç òðåõ ãðóïï
óðîâíåé: äâóêðàòíî çàíÿòûõ óðîâíåé âíèçó, îäíîêðàòíî çàíÿòûõ - â
ñåðåäèíå, è ïóñòûõ óðîâíåé - ââåðõó (ñì. ðèñ. 1.1). Ïðè óñëîâèè, ÷òî
îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå îãðàíè÷åíî ñëåäóþùèì èíòåðâàëîì

2S − 1

2S
< J/δ <

2S + 1

2S + 2
, (1.24)

êâàíòîâàÿ òî÷êà áóäåò èìåòü ïîëíûé ñïèí ðàâíûé S â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè. Äëÿ δ − J � δ, J åãî çíà÷åíèå âåëèêî, S ≈ δ/[2(δ − J)] � 1.
Èíòåðåñíî, ÷òî â ýòîì ðåæèìå åñòü äâà íèçêîëåæàùèõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ
âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèÿì ñ ñóììàðíûìè
ñïèíàìè S + 1 è S − 1. Ùåëè E± = ES±1 − ES ìåæäó ýòèìè
âîçáóæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè è îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì íàìíîãî ìåíüøå
òèïè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óðîâíÿìè: E+ = (δ− J)(2S + 1)− J 6 δ/S
è E− = −(δ − J)(2S − 1) + J 6 δ/(S + 1). Äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøîãî
ñóììàðíîãî ñïèíà, S � 1, ùåëè E+ è E− ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñðåäíåé ðàçíîñòüþ îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé, E± � δ. Ñëåäóþùèå
ìíîãî÷àñòè÷íûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ñóììàðíûìè ñïèíàìè S ± 2
èìåþò ùåëè, êîòîðûå çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùèõ èíòåðâàëàõ, δ/(S+1) 6
E++ 6 3δ/S è δ/S 6 E−− 6 3δ/(S + 1) (ñì. ðèñ. 1.2). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
òåìïåðàòóðà T . δ − J , ìû ïðåíåáðåãàåì èìè.

Îïåðàòîð d†γσ′dασ ñ α 6= γ èìååò íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
ìåæäó ìíîãî÷àñòè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè ñ îäèíàêîâîé èëè èçìåíåííîé
íà 1 ïðîåêöèåé ñïèíà. Ðàññìîòðèì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñ ñóììàðíûì
ñïèíîì S è ïðîåêöèåé M . Ñîñòîÿíèå d†γσ′dασ|S,M〉 áóäåò èìåòü ýíåðãèþ
ðàâíóþ ES+1, åñëè óðîâåíü α ÿâëÿåòñÿ ñàìûì âûñîêèì èç äâóõ çàíÿòûõ,
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Figure 1.2: Ýíåðãèè íèçêîëåæàùèõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé (1.23) êàê ôóíêöèè J/δ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñóììàðíûé ñïèí â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ðàâåí S. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ES ïðèíÿòà
ðàâíîé íóëþ.

à óðîâåíü γ - ñàìûì íèçêèì ïóñòûì (ñì. ðèñ. 1.3). Îïåðàòîð
d†ασ̄dασ èìååò íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó íèçêîëåæàùèìè
ìíîãî÷àñòè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè ñ îäèíàêîâûì ñóììàðíûì ñïèíîì. Â
ýòîì ñëó÷àå óðîâåíü α ìîæåò áûòü ëþáûì èç îòäåëüíî çàíÿòûõ óðîâíåé,
èõ ÷èñëî ðàâíî 2S. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîæíî
âû÷èñëèòü ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-
Ãîðäàíà (ñì., íàïðèìåð, ññûëêó [53]). Íåîáõîäèìûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.1. Òîãäà äëÿ T . δ − J è |ε|, δ − J � δ, J ìû
íàõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ñå÷åíèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ:

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

{(2S + 1)(S + 1)

3
+

1

2
F (ε, E−)

+
2S + 3

2(2S + 1)
F (ε, E+)

}
, (1.25)

ãäå ìû ââåëè ôóíêöèþ

F (ε, E) =
2 cosh2(βε/2)

cosh(βε) + cosh(βE)
. (1.26)

Ïåðâûé âêëàä â Óð.(1.25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãîå ñïèí-ôëèï-
ðàññåÿíèå, ñëåäóþùèå äâà ñîîòâåòñòâóþò íåóïðóãîìó ðàññåÿíèþ ñ
è áåç ñïèí-ôëèï. Îòìåòèì, ÷òî âêëàä â óðàâíåíèå (1.25) èç-
çà óïðóãîãî ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèÿ, (2S + 1)(S + 1)/3, áîëüøå, ÷åì
ðåçóëüòàò äëÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè, 2S(S + 1)/3. Ýòî ïðîèñõîäèò çà
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Table 1.1: Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó íèçêîëåæàùèìè
ìíîãî÷àñòè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè. Îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ α è γ
ðàçëè÷íû, α 6= γ (ñì. òåêñò è ðèñ. 1.3).

〈S + 1,m+ 1|d†γ↑dα↓|S,m〉 = 〈S + 1,m+ 1|(|S,m〉|1, 1〉) =

√
(S+m+2)(S+m+1)√

(2S+1)(2S+2)

S∑
m=−S

∣∣〈S + 1,m+ 1|d†γ↑dα↓|S,m〉
∣∣2 = 2S+3

3

〈S − 1,m+ 1|d†γ↑dα↓|S,m〉 = 〈S,m|(|S − 1,m+ 1〉|1,−1〉) =

√
(S−m)(S−m−1)√

(2S)(2S−1)

S∑
m=−S

∣∣〈S − 1,m+ 1|d†γ↑dα↓|S,m〉
∣∣2 = 2S+1

3

〈S + 1,m|d†γ↓dα↓|S,m〉 = 1√
2
〈S + 1,m|(|S,m〉|1, 0〉) =

√
(S+m+1)(S−m+1)√

(2S+1)(2S+2)

S∑
m=−S

∣∣〈S + 1,m|d†γ↓dα↓|S,m〉
∣∣2 = 2S+3

6

〈S − 1,m|d†γ↓dα↓|S,m〉 = 1√
2
〈S,m|(|S − 1,m〉|1, 0〉) =

√
(S+m)(S−m)√
(2S)(2S−1)

S∑
m=−S

∣∣〈S − 1,m|d†γ↓dα↓|S,m〉
∣∣2 = 2S+1

6

〈S,m+ 1|d†α↑dα↓|S,m〉 = 1
2S
〈S,m+ 1|S+|S,m〉 =

√
(S−m)(S−m+1)

2S

S∑
m=−S

∣∣〈S,m+ 1|d†α↑dα↓|S,m〉
∣∣2 = (S+1)(2S+1)

6S

ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ êîððåëÿöèé ìåæäó àìïëèòóäàìè òóííåëèðîâàíèÿ
â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîãî àíñàìáëÿ (β = 1).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóð, δ � T � δ −
J . Òîãäà ìíîãèå íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñ îáùèì
ñïèíîì S ± k ñ k .

√
T/(δ − J) âíîñÿò ñâîé âêëàä â íåóïðóãîå ñå÷åíèå.

Äëÿ δ − J . T ñóììèðîâàíèå ïî äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì k ìîæåò áûòü
çàìåíåíî èíòåãðàëîì. Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,

∫
dS(2S + 1)f(S)e−βES∫
dS(2S + 1)e−βES

= f (Sg) +
T

δ
f ′ (Sg)

+
T

4(δ − J)
f ′′ (Sg) , (1.27)

ãäå Sg = J/[2(δ − J)] è f(S) êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ S, ìû ïîëó÷àåì
íåóïðóãîå ñå÷åíèå ïðè δ � T � δ − J ïðè ýíåðãèÿõ |ε| . δ

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

[
δ(3δ − 2J)

6(δ − J)2
+

T

3(δ − J)

]
. (1.28)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåóïðóãîå ñå÷åíèå áîëüøå, ÷åì ìîæíî îæèäàòü äëÿ
ñëó÷àÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñî ñïèíîì ïîðÿäêà δ/[2(δ − J)].

Âûøå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
îäíî÷àñòè÷íûìè óðîâíÿìè â êâàíòîâîé òî÷êå ïîñòîÿííî. Â îáùåì
ñëó÷àå ýòî íå òàê. Ñëåäóÿ ñòàòüå [21] ó÷òåì ôëóêòóàöèè îäíî÷àñòè÷íûõ
óðîâíåé âáëèçè íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîóíåðà, δ − J � δ. Äëÿ äàííîé
ðåàëèçàöèè îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé ýíåðãèÿ E+ ïðèîáðåòàåò ñëó÷àéíóþ
äîáàâêó ∆E2S: E+ → E+ + ∆E2S. Ýòà äîáàâêà îáóñëîâëåíà êîëåáàíèÿìè
îäíî÷àñòè÷íîé ýíåðãèè â ïîëîñå ñ 2S óðîâíÿìè â ñðåäíåì. Åå ìîæíî
îöåíèòü êàê ∆E2S = δ∆n2S, ãäå ∆n2S îçíà÷àåò ôëóêòóàöèþ êîëè÷åñòâà
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Figure 1.3: Èëëþñòðàöèÿ íåóïðóãèõ ïåðåõîäîâ ñ (ëåâàÿ êîëîíêà)
è áåç (ïðàâàÿ êîëîíêà) ñïèí-ôëèïà. Îáùèé ñïèí óâåëè÷èâàåòñÿ
(óìåíüøàåòñÿ) íà åäèíèöó ïðè ïåðåõîäå â âåðõíåé (íèæíåé) ñòðîêå (ñì.
òåêñò).

óðîâíåé â ïîëîñå ñî ñðåäíèì ÷èñëîì óðîâíåé 2S. Âáëèçè íåóñòîé÷èâîñòè
Ñòîóíåðà èç óñëîâèÿ E+ + ∆E2S = 0 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñïèí â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè äà¼òñÿ â âèäå

S =
δ

2(δ − J)

[
1−∆n2S

]
. (1.29)

Êàê õîðîøî èçâåñòíî èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàòðèö [59], äëÿ S � 1
ôëóêòóàöèè ∆n2S ãàóññîâû, è

∆n2S = 0,
(
∆n2S

)2
=

2

βπ2

(
ln 2S + const

)
. (1.30)

Òîãäà ñ ïîìîùüþ Óð. (1.29) è (1.30), äëÿ ôóíêöèè f(S), êîòîðàÿ
êâàäðàòè÷íà ñîãëàñíî Óð. (1.25), ìû ïîëó÷àåì

f(S) = f(S) +
S

2

βπ2
ln(2S)f ′′(S), (1.31)

ãäå S = δ/[2(δ − J)]. Èñïîëüçóÿ Óð. (1.31) è óñðåäíÿÿ ôóíêöèè
F (ε, E+ + δ∆n2S) è F (ε, E− − δ∆n2S) â Óð. (1.25) ïî ∆nS ñ ãàóññîâûì
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ðàñïðåäåëåíèåì (1.30), ïîëó÷èì óñðåäíåííîå íåóïðóãîå ñå÷åíèå ïðè
òåìïåðàòóðàõ T . δ − J è ýíåðãèÿõ ε� δ:

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

{
2δ2

3(δ − J)2

[
1 +

2

π2
ln

δ

δ − J

]
+ F

(
ε, 2(δ − J),

δ

π

√
2 ln[δ/(δ − J)]

)}
. (1.32)

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì ñóáëèäèðóþùèìè ÷ëåíàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ
ãëàâíûì â ïåðâîé ñòðîêå Óð. (1.32), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò óïðóãîìó
âêëàäó ñïèí-ôëèï. Ôóíêöèÿ F(x, y, z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F(x, y, z) = 1 +
1

2
erf

(
x− y
z

)
− 1

2
erf

(
x+ y

z

)
, (1.33)

ãäå erf(z) = (2/
√
π)
∫ z

0
dt exp(−t2) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ îøèáîê.

Âûðàæåíèå (1.32) ñïðàâåäëèâî ïðè âûïîëíåíèè

(1− J/δ)2 � (2/π2) ln
[
δ/(δ − J)

]
� 1. (1.34)

Ýòî îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèå ïîëíîãî ñïèíà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè äî
èíòåðâàëà 2 . S . 70. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî â óðàâíåíèè (1.34)
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ôëóêòóàöèè S ìàëû è ãàóññîâû. Äëÿ S �
(1/2) exp(π2/2) ôëóêòóàöèè ïîëíîãî ñïèíà ñòàíîâÿòñÿ íåãàóññîâûìè (ñì.
ññûëêè [55, 79]). Ëåâîå íåðàâåíñòâî â Óð. (1.34) ãàðàíòèðóåò, ÷òî
ýôôåêòèâíàÿ òåìïåðàòóðà Teff ∼ (δ/π)

√
2 ln[δ/(δ − J)], èíäóöèðîâàííàÿ

ôëóêòóàöèÿìè è ñãëàæèâàþùàÿ ñòóïåíüêè ïðè ε = ±2(δ − J) áîëüøå
òåìïåðàòóðû, Teff � δ−J & T . Îòìåòèì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ òåìïåðàòóðà
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè, Teff �
δ. Â öåëîì, ôëóêòóàöèè îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé óñèëèâàþò âêëàä
óïðóãîãî ñïèí-ôëèïà (àíàëîãè÷íî óñèëåíèþ ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè
[52, 21, 55, 79]) è ñãëàæèâàþò ñòóïåíè âêëàäîâ íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèïà è
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ áåç ñïèí-ôëèïà.

1.7 Íåóïðóãîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â

ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå íåóïðóãîãî ñå÷åíèÿ ïðè íàëè÷èè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ B. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â äîïîëíåíèå ê ðàñùåïëåíèþ
Çååìàíà ýòî ìàãíèòíîå ïîëå âûçûâàåò îðáèòàëüíûé ýôôåêò è íàðóøàåò
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ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Òîãäà ïàðàìåòð
β ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 2, β = 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàñùåïëåíèÿ
Çååìàíà, êîòîðîå ñèëüíî ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé, íî ìàëî ïî
îòíîøåíèþ ê δ, δ � b = µBgLB � T . Òîãäà ñíèìàåòñÿ âûðîæäåíèå
íèçêîëåæàùèõ ñîñòîÿíèé ñ îáùèì ñïèíîì S. Íàèíèçøåå ýíåðãåòè÷åñêîå
ñîñòîÿíèå ñ ïîëíûì ñïèíîì S ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïîëíîé
ñïèíîâîé ïðîåêöèè âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ Sz = S (ìû ïðåäïîëàãàåì
B > 0). Ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé ñòàíîâÿòñÿ

ES(B) = (δ − J)S2 − JS − bS. (1.35)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íàëè÷èè ðàñùåïëåíèÿ Çååìàíà ïîëíûé ñïèí â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ðàâåí S ≈ (δ + b)/[2(δ − J)] çà δ − J � δ.

Îòñóòñòâèå âûðîæäåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ ïðîåêöèè
ïîëíîãî ñïèíà äåëàåò âêëàä óïðóãîãî ñïèí-ôëèïà â íåóïðóãîå ñå÷åíèå
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî ïàðàìåòðó βb� 1. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è
êî âêëàäó èç-çà íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ áåç ñïèí-ôëèïà. Òàêèì îáðàçîì,
îñíîâíîé âêëàä â ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ïðèõîäèò îò íåóïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ áåç ñïèí-ôëèïà:

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

∑
α 6=γ

∑
f 6=i

′
pi

[1 + e−βε]
∣∣〈i|d†γ,−σdασ|f〉∣∣2

1 + e−β(ε+Ei−Ef )
. (1.36)

Çäåñü çíàê øòðèõ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò
ïî íèçêîýíåðãåòè÷åñêèì ìíîãî÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì i è f , êîòîðûå
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñóììàðíûì ñïèíîì S è ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé
ñïèíîâîé ïðîåêöèåé âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, Sz = S (ñì. ðèñ.
1.1b). Ùåëè ìåæäó îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ñ ñóììàðíûì ñïèíîì S è
íàèíèçøèì ìíîãî÷àñòè÷íûì âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèåì, E±(B) = E±∓b,
îãðàíè÷åíû ñâåðõó: maxE+(B) 6 (δ+b)/S è maxE−(B) 6 (δ+b)/(S+1).
Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ S � 1 ýíåðãåòè÷åñêèé ìàñøòàá (δ+b)/S ≈
2(δ−J)� δ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â (1.36) íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü, ÷òî îäíî÷àñòè÷íûé óðîâåíü α äîëæåí áûòü ñàìûì âûñîêèì
äâóêðàòíî çàíÿòûì óðîâíåì, à γ äîëæåí áûòü ñàìûì íèçêèì íåçàíÿòûì
óðîâíåì èëè íàîáîðîò (ñì. ïåðåõîä â ëåâîì íèæíåì óãëó ðèñ. 1.3).
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç òàáëèöû 1.1, ìû
íàõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ íåóïðóãîãî ñå÷åíèÿ ïðè |ε| � δ è
T . (δ − J)� b:

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

[
1− nF

(
ε− Eσ(B)

)
+ nF

(
ε+ Eσ̄(B)

)]
. (1.37)
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Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òîAσinel(ε) ïðè B < 0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èçAσ̄inel(ε)
äëÿ B > 0.

Ïîó÷èòåëüíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû äëÿ Aσinel(ε) ñ ìàãíèòíûì ïîëåì
è áåç íåãî. Ñíà÷àëà ìàãíèòíîå ïîëå ïîäàâëÿåò óïðóãèé âêëàä ñïèí-
ôëèï. Âî-âòîðûõ, âìåñòî ÷åòûðåõ ñòóïåíåé ñ âûñîòîé 1/2 (ïðè áîëüøîì
ñïèíå S � 1) ïðè ýíåðãèÿõ E± è −E± ïðè îòñóòñòâèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ (ñì. Óð. (1.37)), ïðè íàëè÷èè ðàñùåïëåíèÿ Çååìàíà âûæèâàþò
òîëüêî äâå ñòóïåíè ïðè Eσ(B) è −Eσ̄(B) âûñîòîé 1. Ìû ïîä÷åðêèâàåì,
÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè íåóïðóãîå ðàññåÿíèå â
ïðèñóòñòâèè ðàñùåïëåíèÿ Çååìàíà íà ýíåðãèÿõ |ε| � Eσ(B) íå ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ïî βb � 1. Äëÿ ýíåðãèè |ε| � Eσ(B) ñå÷åíèå
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ðàâíî íóëþ ïðè T = 0.

Ïðè íàëè÷èè ôëóêòóàöèé îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé ýíåðãèè Eσ(B)
ñòàíîâÿòñÿ ñëó÷àéíûìè, Eσ(B) → Eσ(B) + σ∆E2S. Â ðåçóëüòàòå ñïèí
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíûì:

S =
1

2(δ − J)

[
δ + b− δ∆n2S

]
. (1.38)

Óñðåäíÿÿ ôåðìèåâñêèå ôóíêöèè â Óð. (1.37) ïî ∆n2S ñ Ãàóññîâûì
ðàñïðåäåëåíèåì (1.30) ñ β = 2, ìû íàõîäèì íåóïðóãîå ñå÷åíèå ïðè |ε| � δ
è T . (δ − J)� b� δ

Aσinel(ε) =
4πQ2

E2
c

[
1 +

1

2
erf

(
π[ε− 2(δ − J)]

δ
√

ln[b/(δ − J)]

)

− 1

2
erf

(
π[ε+ 2(δ − J)]

δ
√

ln[b/(δ − J)]

)]
. (1.39)

ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî
íåðàâåíñòâà:

(δ − J)2 � 1

π2
ln

b

δ − J
� 1. (1.40)

Ëåâîå íåðàâåíñòâî â Óð. (1.40) îçíà÷àåò, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ òåìïåðàòóðà
Teff = (δ/π)

√
ln[b/(δ − J)], ñãëàæèâàþùàÿ ñòóïåíè â Aσinel(ε) ïðè Eσ(B) è

−Eσ̄(B) íå ñëèøêîì ìàëà, Teff � δ − J & T . Ïðàâîå íåðàâåíñòâî â Óð.
(1.40) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ôëóêòóàöèè ïîëíîãî ñïèíà îñòàþòñÿ ãàóññîâûìè.
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1.8 Íåóïðóãîå ñå÷åíèå â ïðèñóòñòâèè

ñèëüíîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàñùåïëåíèå Çååìàíà
ïîäàâëÿåò óïðóãîå ñïèí-ôëèï-ðàññåÿíèå çà ñ÷åò ñíÿòèÿ 2S + 1
âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ýòîé ñåêöèè ìû îáñóäèì åùå îäèí
ìåõàíèçì ïîäàâëåíèÿ óïðóãîãî ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèÿ íà êâàíòîâîé òî÷êå.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîâàÿ òî÷êà, èçãîòîâëåííàÿ â 2D ýëåêòðîííîì ãàçå
ñ ñèëüíûì ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Òàêóþ êâàíòîâóþ òî÷êó
ìîæíî îïèñàòü óíèâåðñàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì (1.2), â êîòîðîì îáìåí
Ãåéçåíáåðãà çàìåíåí îáìåíîì Èçèíãà: JS2 → JS2

z [4],[7]. Â ýòîì ñëó÷àå
ñòàòèñòèêà îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé îïèñûâàåòñÿ àíñàìáëåì óíèòàðíîé
ñèììåòðèè (êëàññ À) ñ β = 2.

Íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ìíîãî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ñóììàðíîìó ñïèíó S è ìàêñèìàëüíîé èëè ìèíèìàëüíîé ñïèíîâîé
ïðîåêöèè Sz = ±S. Ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé ðàâíû

ES = (δ − J)S2. (1.41)

Ïîýòîìó ñóììàðíûé ñïèí â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ðàâåí 0 (1/2) â ñëó÷àå
÷åòíîãî (íå÷åòíîãî) ÷èñëà ýëåêòðîíîâ.

Äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ, òàê êàê S = 0, óïðóãîå ñïèí-ôëèï
ðàññåÿíèå èñ÷åçàåò. Äëÿ T . δ − J è |ε| . δ, åäèíñòâåííûé âêëàä â
Aσinel(ε) îñòàåòñÿ èç-çà íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèï:

Aσ,einel(ε) =
4πQ2

E2
c

[
1− nF

(
ε−∆e

)
+ nF

(
ε+ ∆e

)]
. (1.42)

Çäåñü ∆e = δ−J îçíà÷àåò ùåëü ìåæäó îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ñ S = Sz = 0
è ñîñòîÿíèåì ñ S = 1 è Sz = ±1.

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ, ïîñêîëüêó S = 1/2, îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå äâàæäû âûðîæäåíî. Òîãäà óïðóãîå ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèå
òàêîå æå, êàê è äëÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè ñî ñïèíîì 1/2. Êðîìå òîãî,
íåóïðóãîå ñïèí-ôëèï äàåò âêëàä â íåóïðóãîå ñå÷åíèå. Òîãäà ïðè T .
δ − J è |ε| . δ íàõîäèì

Aσ,oinel(ε) =
2πQ2

E2
c

[
1 + 1− nF

(
ε−∆o

)
+ nF

(
ε+ ∆o

)]
. (1.43)

Çäåñü ∆o = 2(δ−J) îçíà÷àåò ùåëü ìåæäó îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ñ S = 1/2
è ñîñòîÿíèÿìè ñ S = 1 è Sz = ±1.
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Îòìåòèì, ÷òî íåóïðóãîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðè |ε| � δ−J íåçàâèñèìî
îò ÷åòíîñòè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷êå,

Aσ,einel(ε) = Aσ,oinel(ε) =
4πQ2

E2
c

. (1.44)

Â ñëó÷àå òåìïåðàòóð δ � T � δ − J íèçêîëåæàùèå ìíîãî÷àñòè÷íûå
ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì ñïèíîì S .

√
T/(δ − J) äàþò âêëàä â íåóïðóãîå

ñå÷åíèå ïðè |ε| . δ. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ íèçêèõ òåìïåðàòóð ãëàâíûé
âêëàä ïðèõîäèò îò íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèï. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

Aσinel(ε) =
8πQ2

E2
c

[
∞∑

Sz=−∞

eβ(J−δ)S2
z

]−1 ∞∑
Sz=−∞

eβ(J−δ)S2
z

× F
(
ε, (δ − J)(2Sz + 1)

)
=

8πQ2

E2
c

. (1.45)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íåóïðóãîå ñå÷åíèå ïðè |ε| ∼ δ è δ � T � δ −
J â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ïðè T � δ − J . Ýòà ðàçíèöà îáóñëîâëåíà
ñëåäóþùèì. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, δ � T � δ − J , ñëåäóþùèå
÷åòûðå êîìáèíàöèè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé âíîñÿò ñâîé âêëàä
â íåóïðóãîå ñïèí-ôëèï ñå÷åíèå (ñì. Óð. (1.21)): (i) |i〉 = |S, S〉 è |f〉 =
|S−1, S−1〉; (ii) |i〉 = |S,−S〉 è |f〉 = |S+1,−S−1〉; (iii) |i〉 = |S+1, S+1〉
è |f〉 = |S, S〉; (iv) |i〉 = |S − 1,−S + 1〉 è |f〉 = |S,−S〉. Â ñëó÷àå íèçêèõ
òåìïåðàòóð, T � δ − J , êîãäà òîëüêî ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøèì ñïèíîì
(S = 0 èëè S = 1/2) âíîñèò âêëàä, ïåðåõîäû (i) è (iv) íåâîçìîæíû.

Â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ ùåëü ∆e îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íàèíèçøèìè îäíîêðàòíî çàíÿòûìè óðîâíÿìè è
íàèâûñøèì äâóêðàòíî çàíÿòûìè óðîâíÿìè è îáìåííîé ýíåðãèåé. Êàê
èçâåñòíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ñèëüíî ôëóêòóèðóåò, è åãî
ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàíî Wigner Surmise
(ñì. ññûëêó [59]). Òèïè÷íûé ìàñøòàá ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ
ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìè. Êà÷åñòâåííî, óñðåäíåíèå Óð.
(1.42) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ∆e ïðèâîäèò ê òàêîé æå ôîðìå çàâèñèìîñòè îò
ýíåðãèè, íî ñ ýôôåêòèâíîé òåìïåðàòóðîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñðåäíåìó
èíòåðâàëó ìåæäó óðîâíÿìè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîñëå óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.43). Íåóïðóãîå ñå÷åíèå ïðè òåìïåðàòóðàõ
δ � T � δ− J ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ôëóêòóàöèÿì, òàê
êàê íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ îäíî÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà.
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1.9 Âû÷èñëåíèå íàáëþäàåìûõ âðåìåí

äåôàçèðîâêè

Íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ ñå÷åíèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà íà
êâàíòîâîé òî÷êå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïîçâîëÿþò íàì îöåíèòü
ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä âî âðåìÿ äåôàçèðîâêè. Ïðåäïîëîæèâ êîíå÷íóþ
êîíöåíòðàöèþ ns êâàíòîâûõ òî÷åê, ìû ââîäèì ÷àñòîòó íåóïðóãîãî
ðàññåÿíèÿ äëÿ ýëåêòðîíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

τ−1
inel(ε, T ) =

ns
ν

∑
σ=±

Aσinel(ε). (1.46)

Íàïîìíèì, ÷òî ν îáîçíà÷àåò ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íà îäíó
ïðåêöèþ ñïèíà äëÿ ýëåêòðîíîâ â ýëåêòðîííîé æèäêîñòè, îêðóæàþùåé
êâàíòîâûå òî÷êè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ñòàòüÿõ [60], [45] íåóïðóãîñòü
ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ ðàçíèöåé ìåæäó ìíèìîé
÷àñòüþ Ò-ìàòðèöû è äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì åå êâàäðàòà. Õîòÿ ýòî
âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîé òåìïåðàòóðû, ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ýòî íå
òàê (ñì. îáñóæäåíèå ïîñëå Óð. (1.14)). Â íàøåì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ
âåëè÷èíà Aσinel(ε) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî íåóïðóãèå ïðîöåññû.

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíà 1/τinel(ε, T ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü äëÿ ïðîïàãàòîðà ýëåêòðîííîé ïàðû
(êóïåðîíà), ìîæíî îöåíèòü âðåìÿ äåôàçèíãà τφ(T ), âõîäÿùåå â
âûðàæåíèå äëÿ ñëàáëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè [60].
Êîíêðåòíîå âûðàæåíèå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè. Èìåÿ â âèäó
ýêñïåðèìåíòû[73, 87] îãðàíè÷èìñÿ äâóìåðèåì, d = 2. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ïîëó÷èòü [60]:

τ−1
φ (T ) = exp

[∫
dε n′F (ε) ln τinel(ε, T )

]
. (1.47)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà äëÿ τφ(T ) îñíîâàíà íà
íåçàâèñèìîì ðàññìîòðåíèè íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà êâàíòîâûõ
ïðèìåñÿõ è äðóãèõ íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ. Êàê îáñóæäàëîñü â
ñòàòüå [60], òàêîé óïðîùåííûé ïîäõîä äåéñòâèòåëåí äëÿ d = 2 ïðè
ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ: (i) ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü õîðîøèì ìåòàëëîì:
ïðîâîäèìîñòü g � (νJs)

−3; (ii) ïëîòíîñòü êâàíòîâûõ ïðèìåñåé íå âåëèêà,
ns � νTK . Äëÿ íàøåé çàäà÷è õàðàêòåðíîå îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ýëåêòðîíàìè è êâàíòîâûìè ïðèìåñÿìè (êâàíòîâûìè òî÷êàìè)
ìîæíî îöåíèòü êàê νJs = Q/Ec (ñì. ãë. 1.4). Òåìïåðàòóðà Êîíäî TK
äàåòñÿ ñòàíäàðòíûì âûðàæåíèåì, TK ∼ Ec exp(−1/νJs).
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Îáñóæäåíèå τφ(T ) íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî îáìåííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ â êâàíòîâîé òî÷êå. Ðÿäîì ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ Ñòîóíåðà,
δ − J � δ, ïðè òåìïåðàòóðàõ T � δ − J , íåóïðóãàÿ ÷àñòîòà ðàññåÿíèÿ
Aσinel(ε) äàåòñÿ Óð. (1.25). Âûïîëíåíÿÿ ðàçëîæåíèå ïî ìàëûì ÷ëåíàì,
çàâèñÿùèì îò ýíåðãèè, íàõîäèì èç Óð. (1.47)

τ−1
φ (T ) =

8πnsQ
2

νE2
c

[
(S + 1)(2S + 1)

3
+ βE−e

−βE−

+
2S + 3

2S + 1
βE+e

−βE+

]
(1.48)

Ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè äåôàçèðîâêè îò òåìïåðàòóðû îáóñëîâëåíà
âîçìîæíîñòüþ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîå âêëþ÷àåò ïåðåõîäû
íà íèæíèì ìíîãî÷àñòè÷íûå óðîâíè êâàíòîâîé òî÷êè. Òàêæå
ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî âêëàä óïðóãîãî ñïèí-ôëèï â ñêîðîñòü äåôàçèðîâêè
îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè, êîòîðîå
ïðîïîðöèîíàëüíî S(S + 1)/3. Ïîâòîðÿåì, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà
äîïîëíèòåëüíûõ êîððåëÿöèé ìåæäó àìïëèòóäàìè òóííåëèðîâàíèÿ äëÿ
ïåðåõîäîâ íà ðàçëè÷íûå óðîâíè êâàíòîâîé òî÷êè. Èñïîëüçóÿ Óð. (1.28)
ìû ïîëó÷àåì ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ δ − J � T � δ:

τ−1
φ (T ) =

8πnsQ
2

νE2
c

[
δ(3δ − 2J)

6(δ − J)2
+

T

3(δ − J)

]
. (1.49)

Îòìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îáå îöåíêè (1.48) è (1.49) òàêæå ñïðàâåäëèâû
â ðàçìåðíîñòè d = 3. Ïðè íàëè÷èè ðàñùåïëåíèÿ Çååìàíà óïðóãèé ñïèí-
ôëèï ïîäàâëÿåòñÿ. Òîãäà ñ ïîìîùüþ Óð. (1.37), ìû íàõîäèì ñëåäóþùóþ
îöåíêó ñêîðîñòè äåôàçèðîâêè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T � δ − J è
óìåðåííûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, δ � b� δ − J :

τ−1
φ (T ) =

4πe2nsQ
2

νE2
c

[
e−βE+(B) + e−βE−(B)

]
. (1.50)

Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü äåôàçèðîâêè â äàííîì ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëà ïî òåìïåðàòóðå, τ−1

φ (T ) ∼ exp(−2β(δ − J)).
Â ñëó÷àå îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Èçèíãà â êâàíòîâîé òî÷êå τφ(T )

çàâèñèò îò ÷åòíîòè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T �
δ − J . Èñïîëüçóÿ Óð. (1.42) è (1.43), ìû ïîëó÷àåì

τ−1
φ,e(T ) =

8πnsQ
2

νE2
c

e−β∆e (1.51)
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äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ è

τ−1
φ,o(T ) =

4πnsQ
2

νE2
c

[
1 + πe−β∆o

]
(1.52)

äëÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ. Ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ δ �
T � δ − J , âðåìÿ äåôàçèðîâêè ñòàíîâèòñÿ íå÷óâñòâèòåëüíî ê ÷åòíîñòè
÷èñëà ýëåêòðîíîâ:

τ−1
φ (T ) =

16πnsQ
2

νE2
c

. (1.53)

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ äåôàçèðîâêè èç-çà ðàññåÿíèÿ íà êâàíòîâîé òî÷êå
ñ îáìåíîì Èçèíãà â òåìïåðàòóðíîì äèàïàçîíå δ � T � δ − J ïîõîæå íà
ìàãíèòíóþ ïðèìåñü.

1.10 Ïðåíåáðåæåíèÿ

Ìû îòìå÷àåì, ÷òî â íàøåì ïîäõîäå ïîëíîñòüþ èãíîðèðóåòñÿ âëèÿíèå
ðåçåðâóàðà ýëåêòðîíîâ íà êâàíòîâóþ òî÷êó. Ïðåæäå âñåãî, ñâÿçü ñ
ðåçåðâóàðîì ïðèâîäèò ê óøèðåíèþ (Γ) îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé, ÷òî
ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà gT δ. Èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè òåìïåðàòóðà íå
ñëèøêîì íèçêàÿ, T � gT δ. Âî-âòîðûõ, èç-çà ñâÿçè ñ ðåçåðâóàðîì
âåðîÿòíîñòè pi ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé òî÷êè ìîãóò ñòàòü
íåðàâíîâåñíûìè, ò.å. ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ôîðìû Ãèááñà. Îäíàêî,
â ñëó÷àå ìàëîé ÷àñòîòû òóííåëèðîâàíèÿ (êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà
Γ ∼ gT δ) ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóòðåííåé íåóïðóãîé ÷àñòîòîé τee èç-çà
ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âíóòðè êâàíòîâîé òî÷êè, ýòèì
íåðàâíîâåñíûì ýôôåêòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ êâàíòîâîé òî÷êè
ðàçìåðîì áîëüøå, ÷åì ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l, âíóòðåííÿÿ
íåóïðóãîñòü ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê [83],[18]: 1/τee ∼ T 2/(g2

Thδ). Óñëîâèå
Γ � 1/τee ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ íà òåìïåðàòóðû,
ïðè êîòîðîì íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîâåñèè äëÿ êâàíòîâîé òî÷êè
ñïðàâåäëèâî:

T � δ(gTg
2
Th)1/2. (1.54)

Òàê êàê â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì òåìïåðàòóðû íèæå δ−J , òî âîçíèêàåò
ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ òóííåëüíûõ êîíäàêòàíñîâ (èëè äëÿ áëèçîñòè ê
íåñòàáèëüíîñòè Ñòîóíåðà):

gT �
1

g2
Th

(
δ − J
δ

)2

. (1.55)
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Òàêæå â íàøåì ïîäõîäå ïðåíåáðåãàåòñÿ âëèÿíèåì ðåçåðâóàðà íà
äèíàìèêó ïîëíîãî ñïèíà â êâàíòîâîé òî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, ìû
ïðåíåáðåãàåì ïåðåíîðìèðîâêîé âåëè÷èíû ñóììàðíîãî ñïèíà â
ñâÿçè ñ ïîäêëþ÷åíèåì ê ðåçåðâóàðó. Èñïîëüçóÿ àäèàáàòè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ áîëüøîãî ñóììàðíîãî ñïèíà êâàíòîâîé òî÷êè âáëèçè
íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîóíåðà [74], ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ñïèí
äâèæåòñÿ äèôôóçèîííî íà ñôåðå Áëîõà ñ äèôôóçèîííîé êîíñòàíòîé,
ïðîïîðöèîíàëüíîé òóííåëüíîé ñâÿçè Q [81],[82].

1.11 Ðåëåâàíòíîñòü äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ

Ïîñëåäíèå ýêñïåðèìåíòû [73, 87] äàþò ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê îáðàçîâàíèå ëîêàëüíûõ ñïèíîâûõ êàïåëü
â 2D íåóïîðÿäî÷åííîé ýëåêòðîííîé æèäêîñòè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.
Êàê èçâåñòíî [34], ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ 2D íåóïîðÿäî÷åííàÿ
ýëåêòðîííàÿ æèäêîñòü ñòðåìèòñÿ ê íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîíåðà òàê,
÷òî ïåðåíîðìèðîâàííàÿ êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ Ôåðìè-æèäêîñòè â
òðèïëåòíîì êàíàëå ñòðåìèòñÿ ê −1, F σ

0 ≈ −1. Âîçíèêíîâåíèå
ñïèíîâûõ êàïåëü ñ êîíå÷íûì ñïèíîì Sg = 1/[2(1 + F σ

0 )] � 1 âáëèçè
íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîíåðà â íåóïîðÿäî÷åííîé ýëåêòðîííîé æèäêîñòè èç-
çà ôëóêòóàöèé â òðèïëåòíîì (ñïèíîâîì) êàíàëå áûëî ïðåäñêàçàíî
â ñòàòüå[65]. Ñïèíîâàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü Ïàóëè χ ∼ ν/(1 + F σ

0 )
äîìèíèðóåò ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Èç-çà íàëè÷èÿ ñïèíîâûõ êàïåëü
îæèäàåòñÿ, ÷òî ñïèíîâàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü òèïà Êþðè äîìèíèðóåò ïðè
χ ∼ nsS

2
g/T è ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T � T∗ = nfls Sg/ν. Çäåñü nfls

îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü ñïèíîâûõ êàïåëü. Îòìåòèì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ
[73, 87] ñïèíîâàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü âåäåò ñåáÿ êàê χ ∼ T−2, ÷òî
ïðåäïîëàãàåò ñèëüíóþ òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè êàïåëü
nfls , êîòîðàÿ îñòàåòñÿ íåÿñíîé. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà òàêèõ ñïèíîâûõ
êàïëÿõ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âêëàäó â ñêîðîñòü äåôàçèðîâêè:
nfls S

2
g/(νg) ãäå g - ýòî êîíäàêòàíñ 2D íåóïîðÿäî÷åííîé ýëåêòðîííîé

æèäêîñòè [65]. Ñðàâíèâàÿ ýòîò âêëàä ñî ñòàíäàðòíîé ñêîðîñòüþ
äåôàçèðîâêè, îáóñëîâëåííîé ýëåêòðîíí-ýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì
â òðèïëåòíîì êàíàëå, T/[g(1 +F σ

0 )] [9], ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî ñêîðîñòü
äåôàçèðîâêè äîëæíà íàñûùàòüñÿ íèæå òîé æå ñàìîé òåìïåðàòóðû
êðîññîâåðà T∗. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè òàêèõ ñïèíîâûõ
êàïåëü òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè òèïà
Êþðè äîëæíà ñîïðîâîæäàòüñÿ âðåìåíåì äåôàçèðîâêè, íå çàâèñÿùèì
îò òåìïåðàòóðû. Íàïðîòèâ, â ýêñïåðèìåíòàõ [73, 87] íàðÿäó ñ
ëèíåéíîé ÷àñòîòîé äåôàçèðîâêè ïî òåìïåðàòóðå íàáëþäàëàñü ñèëüíàÿ
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òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
íàøå ãëàâíîå ñîîáùåíèå â ýòîé ÷àñòè - ñêàçàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ïî ñêîðîñòü
äåôàçèíãà ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ïðèìåðíî Êþðè-ïîäîáíîé ìàãíèòíîé
âîñïðèèì÷èâîñòüþ, ÷òî è ïðîèñõîäèò â ýêñïåðèìåíòå.

Òî÷íåå, äàâàéòå òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü íåêîòîðûå
ýëåêòðîííûå êàïëè â 2D ýëåêòðîííîé æèäêîñòè. Òîãäà â òàêîé
êàïëå ìîæåò áûòü ëîêàëèçîâàíî íåêîòîðîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ. Ìû
ìîäåëèðóåì òàêóþ êàïëþ ðàçìåðà Ld � l � λF êâàíòîâîé òî÷êîé ñ
îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì Ãåéçåíáåðãà J = −F σ

0 δ. Çäåñü λF îáîçíà÷àåò
äëèíó âîëíû Ôåðìè. Òîãäà ïðè òåìïåðàòóðàõ T � T? = nsSg/ν,
ãäå, íàïîìíèì, Sg ≈ J/[2(δ − J)] = 1/[2(1 + F σ

0 ) � 1 - ñóììàðíûé
ñïèí êàïëè, îæèäàåòñÿ, ÷òî â ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè äîìèíèðóåò
òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òèïà Êþðè, χ ∼ nsS

2
g/T . Èñïîëüçóÿ

Óð. (1.49) â êà÷åñòâå îöåíêè âêëàäà â ñêîðîñòü äåôàçèðîâêè èç-çà
ðàññåÿíèÿ íà ñïèíîâûõ êàïëÿõ, ìû íàõîäèì, ÷òî îíà äîìèíèðóåò
íàä ëèíåéíûì âêëàäîì â T ïðè òåìïåðàòóðàõ T � Ts ∼ η2T?, ãäå
ïàðàìåòð η = (Q/Ec)

√
g ∼ gchl/(rsLd

√
g). Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðàìåòð

âçàèìîäåéñòâèÿ rs ∼ λF/aB ∼ 1, ãäå aB îáîçíà÷àåò ðàäèóñ Áîðà,
è g & 1, ìû íàõîäèì η � 1. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì óñëîâèå ìàëîãî
òóííåëüíîãî êîíäàêòàíñà íà êàíàë, gch � 1. Òàêèì îáðàçîì, â äèàïàçîíå
òåìïåðàòóð Ts � T � T? ìû îæèäàåì òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü
ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè òèïà Êþðè, íî îáû÷íóþ, ëèíåéíóþ â
T , ñêîðîñòü äåôàçèðîâêè. Âêëàä â ñêîðîñòü äåôàçèðîâêè èç-çà
ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ íà ýëåêòðîííûõ êàïëÿõ ñ êîíå÷íûì ñïèíîì áóäåò
äîìèíèðîâàòü íàä âêëàäîì ðàññåÿíèÿ, âîçíèêàþùåãî èç-çà ôëóêòóàöèé
â òðèïëåòíîì êàíàëå [65], åñëè ñëåäóþùåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ
nfls � η2ns èëè, ýêâèâàëåíòíî, T∗ � Ts. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü êàïåëü
ñïèíà ns íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1/L2

d, òåìïåðàòóðà íàñûùåíèÿ ìåíüøå
ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óðîâíÿìè íà êâàíòîâîé òî÷êå, Ts � δ
ïðè óñëîâèè η � 1/

√
Sg. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ íàøåãî ïðåäëîæåíèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ õàðàêòåðíûõ òåìïåðàòóð Ts è T? íåîáõîäèìû áîëåå
ïîäðîáíûå äàííûå î ñòðóêòóðå è ñâîéñòâàõ êàïåëü ñïèíà.

1.12 Çàêëþ÷åíèå

Ïîäâîäÿ èòîã, ìû èçó÷èëè ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà êâàíòîâîé òî÷êå ñ
áîëüøîé çàðÿäîâîé è îáìåííîé ýíåðãèåé. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàññåÿíèå,
îáóñëîâëåííîå òóííåëèðîâàíèåì ìåæäó ýëåêòðîííîé æèäêîñòüþ è
êâàíòîâîé òî÷êîé. Ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: (i) êâàíòîâàÿ
òî÷êà íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ñèëüíîé êóëîíîâñêîé áëîêàäû ñ öåëûì ÷èñëîì
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ýëåêòðîíîâ (êóëîíîâñêàÿ äîëèíà); (ii) êâàíòîâàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ âáëèçè
íåóñòîé÷èâîñòè Ñòîóíåðà; ìû âû÷èñëÿåì íåóïðóãîå ñå÷åíèå â ÷åòâ¼ðòîì
ïîðÿäêå â àìïëèòóäàõ òóííåëèðîâàíèÿ. Ìû ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàëè
ïîâåäåíèå íåóïðóãîãî ñå÷åíèÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è ýíåðãèÿõ,
T, |ε| � δ, äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ: êâàíòîâàÿ òî÷êà ñ îáìåíîì Ãåéçåíáåðãà
áåç è ñ ðàñùåïëåíèåì Çååìàíà è êâàíòîâàÿ òî÷êà ñ îáìåíîì
Èçèíà. Èñïîëüçóÿ íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ íåóïðóãîãî ñå÷åíèÿ, ìû
îöåíèâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå âêëàäû â ñêîðîñòü ýëåêòðîííîãî äåôàçèíãà.
Ìû èñïîëüçóåì íàøè ðåçóëüòàòû äëÿ îöåíêè òåìïåðàòóðû, íèæå
êîòîðîé âðåìÿ äåôàçèíãà èç-çà ðàññåÿíèÿ íà ñïèíîâûõ êàïëÿõ â
2D íåóïîðÿäî÷åííîé ýëåêòðîííîé æèäêîñòè äîëæíî íàñûùàòüñÿ. Â
ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàìè ìû îáíàðóæèëè, ÷òî îíà çíà÷èòåëüíî íèæå
òåìïåðàòóðíîãî ìàñøòàáà, íèæå êîòîðîãî îæèäàåòñÿ, ÷òî ñïèíîâàÿ
âîñïðèèì÷èâîñòü áóäåò äåìîíñòðèðîâàòü ïîâåäåíèå òèïà Êþðè.
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Ãëàâà 2

Êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê

ïðîâîäèìîñòè çà ñ÷åò

íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà

ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ

Êàê èçâåñòíî, íà íèçêîòåìïåðàòóðíûå ñâîéñòâà ýëåêòðîííîé ñèñòåìû
çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà ðåäêèõ
ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ. Ñàìûé ïðîñòîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â
êëàññè÷åñêîé òðàêòîâêå ìàãíèòíîé ïðèìåñè êàê ñëó÷àéíîãî òðåõìåðíîãî
âåêòîðà ôèêñèðîâàííîé äëèíû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü
èãíîðèðóåò êâàíòîâóþ äèíàìèêó ñïèíà, ò.å. ó÷èòûâàåò òîëüêî
óïðóãîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíîé ïðèìåñè, ìîäåëü äîñòàòî÷íà, ÷òîáû
ïðîèçâåñòè ðÿä èíòåðåñíûõ, íåòðèâèàëüíûõ ýôôåêòîâ, íàïðèìåð,
ïîäàâëåíèå òåìïåðàòóðû ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà çà ñ÷åò óïðóãîãî
ñïèí-ôëèïà ýëåêòðîíà [2], ïîäàâëåíèå òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè
ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè [54, 29] è äð.

Çà ýôôåêò Êîíäî îòâå÷àåò êâàíòîâàÿ äèíàìèêà ñïèíà ìàãíèòíîé
ïðèìåñè: ïåðåíîðìèðîâêà îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíîì
è ñïèíîì ïðèìåñè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåìîíîòîííîé òåìïåðàòóðíîé
çàâèñèìîñòè óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ [49]. Ôèçè÷åñêè êâàíòîâàÿ
äèíàìèêà ñïèíà ïîçâîëÿåò ýëåêòðîíó íåóïðóãî ðàññåèâàòüñÿ íà
ìàãíèòíîé ïðèìåñè [101, 36, 19]. Íàïðèìåð, çååìàíîâñêîå ðàñùåïëåíèå
óðîâíåé ìàãíèòíîé ïðèìåñè ïðèâîäèò ê ýíåðãåòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèÿ äàæå â ïðåäåëàõ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà [91].
Íàëè÷èå ïîòåíöèàëüíîãî óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ âìåñòå ñ íåóïðóãèì
ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèåì ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè ýôôåêòà Êîíäî
è ïîâåäåíèÿ êâàíòîâûõ ïîïðàâîê ê ïðîâîäèìîñòè [69, 93, 45].

39



40 ÃËÀÂÀ 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÏÎÏÐÀÂÊÈ Ê ÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ...

Íàïðèìåð, â íåóïîðÿäî÷åííûõ ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ íåóïðóãîå
ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèå âëèÿåò íà ñëàáîëîêàëèçàöèîííóþ ïîïðàâêó è
ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ïðîâîäèìîñòè ÷åðåç çàâèñÿùåå îò ýíåðãèè
âðåìÿ äåôàçèðîâêè, âûçâàííîå ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèåì [91, 44, 60, 61,
43]. Ïîìèìî âëèÿíèÿ íà ñëàáîëîêàëèçàöèîííóþ ïîïðàâêó, íåóïðóãîå
ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîïðàâêè
òèïà Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà ê ïðîâîäèìîñòè [69, 68, 85]. Èçó÷åíû
êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè äâóìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé
âçàèìîäåéñòâóþùåé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â äèôôóçèîííîì ïðåäåëå,
âûçâàííûå íåóïðóãèì ðàññåÿíèåì íà ðåäêèõ ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ.
Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå ñèëüíî ðàçëè÷íûõ g-ôàêòîðîâ äëÿ
ýëåêòðîíîâ è ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà
äëÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ìû íàõîäèì
äîïîëíèòåëüíûå òåìïåðàòóðîçàâèñèìûå ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè
òèïà Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà. Íàøè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî
íèçêîòåìïåðàòóðíûé òðàíñïîðò â âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåóïîðÿäî÷åííûõ
ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ ñ ðåäêèìè ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè ïðåäñòàâëÿåò
áîëüøèé èíòåðåñ, ÷åì ïðèíÿòî ñ÷èòàòü íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ ñïèíîâ
ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé êàê êëàññè÷åñêèõ.

2.1 Íåëèíåéíàÿ ñèãìà-ìîäåëü

Ôèíêåëüøòåéíà

Ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíóþ âçàèìîäåéñòâóþùóþ ýëåêòðîííóþ
ñèñòåìó ïðè íàëè÷èè êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëüíîãî áåñïîðÿäêà.
Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå ñëàáîãî ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèÿ,
îáóñëîâëåííîãî îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ðåäêèõ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé
ñ ýëåêòðîíàìè, îïèñûâàåìûì ñëåäóþùèì ãàìèëüòîíèàíîì

Hmag = J
∑
j

ψ†(rj)Sjσψ(rj) . (2.1)

Çäåñü σ è Sj îçíà÷àþò ìàòðèöû Ïàóëè è îïåðàòîð ñïèíà ìàãíèòíîé
ïðèìåñè â òî÷êå rj ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ
ýëåêòðîíîâ îáîçíà÷àþòñÿ êàê ψ†(r) è ψ(r). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ðåäêèé ìàãíèòíûé áåñïîðÿäîê ïðè ñëåäóþùèõ äîïóùåíèÿõ: (i) ïîçèöèè
ïðèìåñåé rj èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà; (ii) ñïèíû ïðèìåñåé Sj
íåçàâèñèìû, íî èìåþò ñâîþ ñîáñòâåííóþ êâàíòîâóþ äèíàìèêó.

Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ ýôôåêòèâíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ äëÿ
íåóïîðÿäî÷åííûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ â äèôôóçèîííîì
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ïðåäåëå, T � 1/τ , ãäå τ îáîçíà÷àåò óïðóãîå ñðåäíåå âðåìÿ ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà, îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (îáçîð ñì. â îáçîðàõ [34,
17]). Â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû ñîõðàíÿåò ñèììåòðèè ïî âðàùåíèþ ñïèíà è îáðàùåíèÿ âðåìåíè.
Òîãäà ýôôåêòèâíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ìàòðè÷íîãî
ïîëÿ Q ∈ G/K ñ G = Sp(2N) è K = Sp(N) × Sp(N). Ðàíã G ðàâåí
N = 4NrNm, ãäå Nm îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî çàäåéñòâîâàííûõ ÷àñòîò
Ìàöóáàðû, à Nr - êîëè÷åñòâî ðåïëèê. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ
íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí íåîáõîäèìî ñäåëàòü äâà ïðåäåëà: Nm → ∞ è
NNr → 0, â êîíöå âû÷èñëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåë Nm → ∞ ñëåäóåò
äåëàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòüþ (ïîäðîáíåå ñì.
ññûëêó [15]). Êîýôôèöèåíò 4 ïîÿâëÿåòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ñïèí è Íàìáó (ïðîñòðàíñòâî ÷àñòèöà-äûðêà). Ñ ó÷¼òîì
ðàñùåïëåíèÿ Çååìàíà èç-çà âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýôôåêòèâíîå
äåéñòâèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [32, 31, 33].

Sσ =−
∫
drTr

[ g
32

(∇Q)2 − 4πTZωηQ− iZsbet33Q
]

− πT

4

∑
α,n,r,j

Γj

∫
drTr Iαn trjQTr Iα−ntrjQ. (2.2)

Çäåñü 16 ìàòðèö trj, j, r = 0, 1, 2, 3 äåéñòâóþò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
ïðîñòðàíñòâ ñïèíà (èíäåêñ j) è Íàìáó (èíäåêñ r):

trj = τr ⊗ sj, r, j = 0, 1, 2, 3. (2.3)

Çäåñü ìàòðèöû τ0 è s0 îçíà÷àþò 2× 2 åäèíè÷íûå ìàòðèöû è

τ1/s1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2/s2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3/s3 =

(
1 0
0 −1

)
.

ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (2.2) çàïèñàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ
ìàòðèö

ηαβnm = n δnmδ
αβt00, (Iγk )αβnm = δn−m,kδ

αβδαγt00, (2.4)

ãäå α, β = 1, . . . , Nr îçíà÷àþò èíäåêñû ðåïëèê, à èíäåêñû n,m
ñîîòâåòñòâóþò ôåðìèîííûì ÷àñòîòàì Ìàöóáàðû εn = πT (2n + 1).
Îáùàÿ (âêëþ÷àÿ ñïèí) áåçðàçìåðíàÿ (â åäèíèöàõ e2/h) ïðîâîäèìîñòü
Äðóäå îáîçíà÷àåòñÿ g. Àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâèÿ Γj (äëÿ ñèíãëåòíîãî
êàíàëà Γ0 = Γs, à äëÿ òðèïëåòíîãî êàíàëà Γ1 = Γ2 = Γ3 = Γt)
îïèñûâàþò ýëåêòðîíí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå â êàíàëå "÷àñòèöà-
äûðêà". Äàëåå òàêæå áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü γj = Γj/Zω è
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γs,t = Γs,t/Zω. Ïàðàìåòð Zω ó÷èòûâàåò íåòðèâèàëüíóþ ïåðåíîðìèðîâêó
÷àñòîòû ïðè ðåíîðìãðóïïå[32, 31, 33]. Îòìåòèì, ÷òî çàòðàâî÷íîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Zω ðàâíî πν/4, ãäå ν îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè. Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïåðâîé ñòðîêå Eq. (2.2)
îïèñûâàåò âëèÿíèå ïàðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðîíû. Ýòîò
÷ëåí ÿâíî íàðóøàåò ñèììåòðèþ ïî îáðàùåíèþ âðåìåíè. Âåëè÷èíà Zs =
Zω + Γt îïèñûâàåò Ôåðìè-æèäêîñòíîå óñèëåíèå g-ôàêòîðà (ïîäðîáíîñòè
ñì. â îáçîðàõ [34, 17]). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ãëàâå ìû ïðåíåáðåãàåì
ýëåêòðîíí-ýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì â êóïåðîâñêîì êàíàëå.

Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöà Q(r) îïèñûâàåò ëîêàëüíûå âðàùåíèÿ âîêðóã
ïðîñòðàíñòâåííî íåçàâèñèìîé ìàòðèöû Λ:

Q = T −1ΛT , Λαβ
nm = sgn εn δnmδ

αβt00. (2.5)

Çäåñü ìàòðèöû T ∈ G óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ
ñèììåòðèè:

C(T −1)T = T C, T TC = CT −1, (2.6)

ãäå C = it12. Ñèìâîë T T îçíà÷àåò ìàòðè÷íîå òðàíñïîíèðîâàíèå T .
Êàê ñëåäñòâèå Óð. (2.5) è (2.6), ìàòðèöà Q óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîé
íåëèíåéíîé ñâÿçè, Q2(r) = 1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ TrQ = 0 è óñëîâèþ
çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ

Q = Q† = CTQTC. (2.7)

Ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ïîëíîå ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå S
- ýòî ñóììà äåéñòâèÿ íåëèíåéíîé ñèãìà ìîäåëè Ôèíêåëüøòåéíà Sσ
è äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòè Smag, ò.å. S = Sσ + Smag. Äëÿ ðåäêèõ
ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ñóììà ïî
âêëàäàì îòäåëüíûõ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé [57]:

Smag =
1

2

∑
j

Tr ln
(

1 + iπνJ Q(rj)τ3σŜj

)
. (2.8)

Çäåñü ìû ââîäèì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

Ŝj =
∑
n

Sj(iωn)In, Sj(iωn) =

β∫
0

dτSj(τ)eiωnτ , (2.9)

ãäå β = 1/T , ωn = 2πTn, è ìàòðèöà In îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(Ik)
αβ
nm = δn−m,kδ

αβt00. (2.10)
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Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ôîðìà (2.8) äåéñòâèÿ Smag ýêâèâàëåíòíà
ñàìîñîãëàñîâàííîìó T -ìàòðè÷íîìó ïðèáëèæåíèþ äëÿ ìàãíèòíîãî
ðàññåÿíèÿ, ò.å. îíà âûâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì âñåõ ïîðÿäêîâ ïðè ðàññåÿíèè
íà îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñè, íî ñ ïðåíåáðåæåíèåì âêëàäàìè ñ
ïåðåñåêàþùèìèñÿ ëèíèÿìè ïðèìåñåé.

Óñðåäíåíèå Ïóàññîíà ïî ïîçèöèÿì ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé ìû
âûïîëíÿåì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ [35].〈

exp
∑
j

f(rj)
〉

= exp

{
ns

∫
dr
[
ef(r) − 1

]}
, (2.11)

ãäå ns îáîçíà÷àåò ñðåäíþþ êîíöåíòðàöèþ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Òîãäà
ìû íàõîäèì, ÷òî âêëàä â ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, îáóñëîâëåííûé
ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè, ñòàíîâèòñÿ

Smag → ns

∫
dr
(〈
e

1
2

Tr ln(1+iπνJ Q(r)τ3σŜ)
〉
S
− 1
)
. (2.12)

Ãäå 〈. . . 〉S îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî äèíàìèêå îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñè.
Â ýòîé ãëàâå ìû îãðàíè÷èâàåì íàøå ðàññìîòðåíèå ïðèáëèæåíèåì

Áîðíà äëÿ ðàññåÿíèÿ íà îäíîé ìàãíèòíîé ïðèìåñè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ðàçëîæèòü Tr ln â Óð. (2.12) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî J . Òîãäà ìû íàõîäèì

Smag =
nsπνJ

2

∫
dr
〈
iTrQτ3σ〈Ŝ〉S +

πνJ

2
Tr
(
Qτ3σŜ

)2

−πνJ
4

(
TrQτ3σŜ

)2〉
S
. (2.13)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äâèãàòüñÿ äàëüøå, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óñðåäíåíèå
ïî äèíàìèêå ñïèíà ìàãíèòíîé ïðèìåñè â Smag. Èãíîðèðîâàíèå îáðàòíîé
ñâÿçè ýëåêòðîíîâ íà ñïèí ìàãíèòíîé ïðèìåñè ïîçâîëÿåò íàì íàïèñàòü
ïðèìåñíûé ãàìèëüòîíèàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: Hi = biSz. Çàòåì
íàì íóæíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñïèí-ñïèíîâûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
Ìàöóáàðû:

χ±(τ1, τ2) =
1

S(S + 1)

{
〈S±(τ1)S∓(τ2)〉S, τ1 > τ2,

〈S∓(τ2)S±(τ1)〉S, τ2 > τ1,
(2.14)

ãäå S± = Sx ± iSy, è

χzz(τ1, τ2) =
1

S(S + 1)

{
〈Sz(τ1)Sz(τ2)〉S, τ1 > τ2,

〈Sz(τ2)Sz(τ1)〉S, τ2 > τ1.
(2.15)



44 ÃËÀÂÀ 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÏÎÏÐÀÂÊÈ Ê ÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÈ...

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå
ìû íàõîäèì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

χ±(iωn) = −eiωn0+ 2M1

iωn ± bi

, χzz(iωn) = δn,0βM2 . (2.16)

Ãäå ìû ââîäèì

Mn =
1

S(S + 1)

m=S∑
m=−S

mne−βbim

/
m=S∑
m=−S

e−βbim. (2.17)

Çàìåòèì ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå e−βbi〈S−S+〉S = 〈S+S−〉S è
M2 = 1 +M1 coth(bi/2T ). Èñïîëüçóÿ (2.16), ïîëó÷àåì

Smag =

∫
dr

{
i

2
nsπνJ〈Sz〉S Tr t33Q+

ZωT

4τs0

∑
n

χ+(iωn)

×
[
Tr t−InQt+I−nQ−

1

2
Tr t−InQTr t+I−nQ

]
+

Zω
2τs0

M2

[
Tr t33Qt33Q−

1

2
Tr t33QTr t33Q

]}
, (2.18)

ãäå t± = t31 ± it32 è
1

τs0
=
ns(πνJ)2S(S + 1)

2Zω
(2.19)

îáîçíà÷àåò êëàññè÷åñêóþ ÷àñòîòó ñïèí-ôëèï ïðè íóëåâîì ìàãíèòíîì
ïîëå.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè Óð. (2.18) ñîîòâåòñòâóåò
äîïîëíèòåëüíîìó çååìàíîâñêîìó ðàñùåïëåíèþ ýëåêòðîíîâ çà ñ÷åò
íàìàãíè÷èâàíèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè Óð.
(2.18) îïèñûâàåò âêëàä, âûçâàííûé íåóïðóãèì ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèåì
íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îòëè÷èå îò ÷ëåíà,
îáóñëîâëåííîãî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, ñì. âòîðóþ
ñòðîêó â Óð.(2.2), íåóïðóãèé ÷ëåí, îáóñëîâëåííûé ðàññåÿíèåì íà
ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ, ñìåøèâàåò ðàçëè÷íûå êàíàëû ðåïëèêè.

2.2 Ïåðòóðáàòèâíîå ðàçëîæåíèå

Äëÿ ïåðòóðáàòèâíîãî àíàëèçà (ïî 1/g) äåéñòâèÿ Sσ + Smag íàì íóæíî
ðàçðåøèòü óñëîâèå Q2 = 1. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, ìû èñïîëüçóåì êîðíåâóþ
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ïàðàìåòðèçàöèþ:

Q = W + Λ
√

1−W 2 , W =

(
0 w
w̄ 0

)
. (2.20)

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Wn1n2 = wn1n2 è
Wn4n3 = w̄n4n3 , ãäå n1,3 > 0 è n2,4 < 0. Äâà áëîêà ìàòðèöû W ñâÿçàíû
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì ñèììåòðèè

w̄ = −CwTC. (2.21)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ìàòðè÷íîå òðàíñïîíèðîâàíèå äåéñòâóåò íà èíäåêñû
Ìàöóáàðû. Ðàçëîæåíèå Sσ + Smag äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W äàåò
ñëåäóþùåå ãàóññîâî äåéñòâèå:

S(2)
σ + S(2)

mag = −4

∫
dp

(2π)d

∑
rr′;jj′

∑
αl,nl

[
wrj(p)

]α1α2

n1n2

[
w̄r′j′(−p)

]α4α3

n4n3
δn12,n34×{

δn1n3δn2n4δ
α1α3δα2α4

[
δjj′δrr′Zω

(
Dp2 + Ωε

12 +
1

τ sf
rj

+
1

τ sf
⊥

(
h(iεn1) + h(−iεn2)

))

−Zsb̃e

(
δr0δr′3 + δr3δr′0

)
µ

(d)
jj′ − Zsb̃e

(
δr1δr′2 − δr2δr′1

)
µ

(c)
jj′

]
−2πTΓsfδα1α3δα2α4

(
1− δn1n3

)
δrr′λr

[
δjj′
(
δj0 − δj3

)
Re χ̂(iΩε

13)

+
(
δj0δj′3 − δj3δj′0

)
i Im χ̂(iΩε

13)
]

+2πTδjj′δrr′δ
α1α2δα3α4

[
Γj
(
δr0 + δr3

)
δα2α3 + Γsfδr3

(
δj1 + δj2

)
Re χ̂(iΩε

12)
]}

.

(2.22)

Çäåñü ìû ââåëè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: wrj = sp[wtrj]/4, ãäå
sp îáîçíà÷àåò ñëåä ïî ñïèíó è èíäåêñàì ÷àñòèöà-äûðêà, λr =
{1,−1,−1,−1, 1}, Ωε

12 = εn1−εn2 , Ωε
13 = εn1−εn3 , è χ̂(iω) = χ+(iω)/χ+(i0).

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè äàåòñÿ D = g/(16Zω). Ïàðàìåòð Γsf =
ns(πνJ)2S(S + 1)χ(i0)/(4π) õàðàêòåðèçóåò ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ çà ñ÷åò
íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèÿ. Ýôôåêòèâíîå ðàñùåïëåíèå Çååìàíà
äëÿ ýëåêòðîíîâ äàåòñÿ b̃e = be + πnsνJ〈Sz〉S/(2Zs). Ìàòðèöû µ

(d)
jj′ è µ

(c)
jj′

îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì
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µ
(d)
jj′ =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0


jj′

, µ
(c)
jj′ =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


jj′

. (2.23)

Âòîðàÿ ñòðîêà â Óð. (2.22) âêëþ÷àåò âðåìÿ óïðóãîãî ñïèí-ôëèï
τ sf
rj. Ýòî ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ñòàòè÷åñêîé ñïèíîâîé
âîñïðèèì÷èâîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

τ sf
rj

=
1

τ sf
‖
ζ
‖
rj +

1

τ sf
⊥
ζ⊥rj, (2.24)

ãäå 1/τ sf
‖ = 2M2/τs0, 1/τ sf

⊥ = Tχ+(i0)/τs0, è

ζ
‖
rj =


0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0


rj

, ζ⊥rj =


0 1 1 2
2 1 1 0
2 1 1 0
0 1 1 2


rj

. (2.25)

Äëÿ óäîáñòâà çàìåòèì, ÷òî

χ+(i0) = −2M1

bi

=

{
2/(3T ), |bi| � T,

2/[|bi|(S + 1)], |bi| � T.
(2.26)

Â ïðåäåëå íóëåâîãî ðàñùåïëåíèÿ Çååìàíà, bi → 0, ÷àñòîòà óïðóãîãî
ñïèí-ôëèï ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 1/τ

sf,(0)
rj = 2ζrj/(3τs0), ãäå ìàòðèöà ζrj

îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

ζrj =


0 2 2 2
3 1 1 1
3 1 1 1
0 2 2 2


rj

. (2.27)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Zω ðàâíî πν/4,
ìû ïîëó÷àåì èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ äëÿ óïðóãèõ ÷àñòîò ñïèí-ôëèï â
ðàçëè÷íûõ äèôôóçèîííûõ ðåæèìàõ (ñì., íàïðèìåð [29]).

Ôóíêöèÿ h(iεn) âî âòîðîé ñòðîêå Óð. (2.22) îïèñûâàåò ýôôåêò
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ íà ÷àñòü ïðîïàãàòîðà
äèôôóçèîííûõ ìîä, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå
Ìàöóáàðû. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà êàê (εn > 0):
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h(iεn) =
∑

εn>ωk>0

Re χ̂(iωk) =
bi

2πT
Im
[
ψ
(

1 +
ibi

2πT

)
−ψ
(

1 + n+
ibi

2πT

)]
. (2.28)

Çäåñü ψ(z) îáîçíà÷àåò äèãàììà-ôóíêöèþ Ýéëåðà. Ôóíêöèÿ h(iεn)
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ïîïðàâêîé ê äèôôóçèîííûì
ðåæèìàì â äèàãðàììíîì ïîäõîäå [69]. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ h
ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä çà ñ÷åò íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèï íà
ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ â îáðàòíîå âðåìÿ æèçíè �Êóïåððîíîâ�, êîòîðàÿ
áûëà íåäàâíî èññëåäîâàíà â ðàáîòå[43] ïîäðîáíî. Äëÿ îáñóæäåíèÿ ýòîãî
ýôôåêòà óäîáíî ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå iεn1 → ε+ = ε+Ω/2
è iεn2 → ε− = ε−Ω/2. Çàïàçäûâàþùàÿ ôóíêöèÿ hR(ε), ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèè Ìàöóáàðû h(iεn), äàåòñÿ

hR(ε) =
bi

2πT

[
1

2

∑
σ=±

iσψ
(1

2
− iε

2πT
+
ibiσ

2πT

)
+ Imψ

(
1 +

ibi

2πT

)]
. (2.29)

Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü hR(ε) îïðåäåëÿåò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â îáðàòíîå
âðåìÿ æèçíè äèôôóçèîííûõ ìîä:

1

τ sf
inel(ε)

=
2

τ sf
⊥

RehR(ε) = − 1

τ sf
⊥

[
1− bi

4T

(
2 coth

bi

2πT

− tanh
bi + ε

2πT
− tanh

bi − ε
2πT

)]
. (2.30)

Çäåñü ìû ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå. ÷òî RehR(ε) åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ε.
Èíòåðåñíî, ÷òî hR(ε) òàêæå äàåò ìíèìóþ ïîïðàâêó, êîòîðàÿ ëèíåéíà ïî
Ω ïðè Ω→ 0:

1

τ sf
⊥

[
hR(ε+) + hR(ε−)

]
=

1

τ sf
inel(ε)

− i(z(ε)− 1)Ω + . . . . (2.31)

Çäåñü ôàêòîð ïåðåíîðìèðîâêè ÷àñòîòû äàåòñÿ

z(ε) = 1 + γsf bi

4πT

∑
σ=±

Imψ′
(1

2
+
i(bi + σε)

2πT

)
, (2.32)
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Figure 2.1: Ñõåìàòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äëÿ äèôôóçèîííûõ
ïðîïàãàòîðîâ Dp(iω) (ïàíåëü (à)) è D(rj)

p (iω) (ïàíåëü (b)). Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ îáîçíà÷àåò ýëåêòðîííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, óñðåäíåííóþ ïî
ïîòåíöèàëüíîìó áåñïîðÿäêó è ñ ñîáñòâåííî-ýíåðãåò÷åñêîé ïîïðàâêîé
èç-çà ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ. Øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
îáîçíà÷àåò ðàññåÿíèå íà ïîòåíöèàëüíîì áåñïîðÿäêå. Âîëíîîáðàçíàÿ
ëèíèÿ îáîçíà÷àåò íåóïðóãîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ. Ýíåðãèè
Ìàöóáàðû ε, ω è Ω óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ε < 0, ε+ω > 0,
ε+ Ω < 0, è ε+ ω + Ω > 0.

ãäå γsf = Γsf/Zω. Â ñëó÷àå |ε|, T � |bi| ôàêòîð ïåðåíîðìèðîâêè
ñòàíîâèòñÿ z(ε) = 1+γsf , ãäå ïàðàìåòð γsf äàåòñÿ γsf = 1/[π(S+1)τs0|bi|]�
1 (ñì Óð. (2.26)). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå |ε|, T � |bi| ðàçëîæåíèå (2.31)
ñïðàâåäëèâî äëÿ |Ω| � |bi|.

Òàê êàê â äàëüíåéøåì íàñ èíòåðåñóåò ðåæèì |be| � T � |bi|,
ìû ïðåíåáðåãàåì ÷ëåíàìè ñî ñïèí-ôëèï è çååìàíîâñêèì ðàñùåïëåíèåì
âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêå Óð. (2.22), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ
÷àñòîò íàìíîãî ìåíüøèõ, ÷åì |bi|, ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ
ïðîïàãàòîðîâ ðàçëè÷íûõ äèôôóçèîííûõ ìîä:
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〈
[wrj(p)]α1α2

n1n2
[w̄rj(−p)]α4α3

n4n3

〉
=

2

g
δn12,n34

{
δα1α3δα2α4

[
δn1n3Dp(iΩε

12)

−2πTγj
D

δα1α2(δr0 + δr3)D(rj)
p (iΩε

12)D̃(rj)
p (iΩε

12)

+
2πTγsf

D
δα1α3δα2α4λr

(
δj0 − δj3

)
Dp(iΩε

12)D(rj)
p (iΩε

12)

]

−2πTγsf

D
δα1α2δα3α4δr3

(
δj1 + δj2

)[
D̃(rj)
p (iΩε

12)
]2
}
. (2.33)

Ãäå ïðîïàãàòîð [
Dp(iωn)

]−1
= p2 + (1 + γsf)

|ωn|
D

(2.34)

îïèñûâàåò �äèôôóçîí� (äëÿ r = 0, 3) è �êóïåðîí� (äëÿ r = 1, 2) â
îòñóòñòâèå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Êîýôôèöèåíò 1+γsf

âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ó÷åòà âêëàäîâ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè
èç-çà ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ (ñì. ðèñ. 2.1). Ïðîïàãàòîð

[
D(rj)
p (iωn)

]−1
= p2 +

[
1 + γsf − γsfλr(δj0 − δj3)

] |ωn|
D

(2.35)

ó÷èòûâàåò âñòàâêè âåðøèí ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ â
ëåñòíèöû �äèôôóçîíà� è �êóïåðîíà� (ñì. ðèñ. 2.1). Âçàèìîäåéñòâèå
ýëåêòðîí-ýëåêòðîí ïîÿâëÿåòñÿ â ïðîïàãàòîðå ìîä �äèôôóçîíîâ� (r =
0, 3), îäåòûõ ðàññåÿíèåì ýëåêòðîí-ýëåêòðîí (ïîäðîáíîñòè ñì. â ññûëêå
[34]):

[
D̃(rj)
p (iΩε

12)
]−1

=
[
D(rj)
p (iΩε

12)
]−1

+
γjΩ

ε
12

D
. (2.36)

Äëÿ ÷àñòîò áîëüøèõ |bi| ïðîïàãàòîðû äàþòñÿ Óð. (2.33), ïðè ýòîì γsf

ðàâåí íóëþ.
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìà (2.33) ïðîïàãàòîðîâ äèôôóçèîííûõ ìîä

ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð íå çàâèñèò îò ðàññåÿíèÿ íà
ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå
ýíåðãåòè÷åñêèå ÷àñòè è âåðøèííûå ïîïðàâêè â ïåòëå ïîëÿðèçàöèè èç-çà
ðàññåÿíèÿ ìàãíèòíîé ïðèìåñè âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðîâåðèòü ýòî, çàïèñûâàåì îòêëèê ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü (ïðèâîäèìûé
ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ)
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ññûëêó [34]):
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Π(q, iωn) =− 4

π
(Zω + Γs)

[
1− πT (Zω + Γs)

×
〈
Tr IαnQ(q) Tr Iα−nQ(−q)

〉]
. (2.37)

Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî ñ ïîìîùüþ Óð. (2.33) â íèçøåì ïîðÿäêå ïî 1/g (ýòî
ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ ñëó÷àéíûõ ôàç) ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó âèäó ïîëÿðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà:

ΠRPA(q, iωn) = − 4

π

Zω(1 + γs)Dq
2

Dq2 + (1 + γs)|ωn|
. (2.38)

Êàê è îæèäàëîñü, ïàðàìåòð γsf âûïàäàåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ ΠRPA â ñâÿçè
ñ ñîêðàùåíèåì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè è âåðøèííûõ âêëàäîâ.

2.3 Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèìîñòè

Â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè ñòàòè÷åñêóþ
ïðîâîäèìîñòü ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå Êóáî:

g′ =− g

16n

〈
Tr[Jαn , Q(r)][Jα−n, Q(r)]

〉
+

g2

64dn

∫
dr′

×
〈

Tr JαnQ(r)∇Q(r) Tr Jα−nQ(r′)∇Q(r′)
〉
, (2.39)

ãäå d îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäåë n→ 0, è

Jαn =
t30 − t00

2
Iαn +

t30 + t00

2
Iα−n. (2.40)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈. . . 〉 â Óð. (2.39) îïðåäåëåíî ïî îòíîøåíèþ ê ïîëíîìó
äåéñòâèþ Sσ + Smag. Âû÷èñëÿÿ ñðåäíèå â Óð. (2.39) ñ ïîìîùüþ Óð.
(2.33), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîâîäèìîñòü â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè
ìîæåò áûòü íàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

g′ = g + δgwl + δgAA + δgsf
1 + δgsf

2 . (2.41)

Ãäå δgwl ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðôåðåíöèîííóþ ïîïðàâêó. Îíà èìååò
ñòàíäàðòíóþ ôîðìó[94, 37, 29]:

δgwl =
∑
r=1,2

∑
j

(
2δj0 − 1

) ∫ dp

(2π)d
D(rj)
p (0). (2.42)
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Òàê êàê ïîïðàâêà ñëàáîé ëîêàëèçàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ �êóïåðîííûå�
ìîäû íà íóëåâîé ÷àñòîòå, ðàññåÿíèå ñî ñïèí-ôëèï âëèÿåò íà δgwl òîëüêî
÷åðåç âðåìÿ æèçíè �êóïåðîííûõ� ìîä (ïîäðîáíåå ñì. ññûëêó [43]).

Ñëåäóþùèé ÷ëåí, δgAA, â ïðàâîé ÷àñòè Óð. (2.41) - ýòî ïîïðàâêà
Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà èç-çà ñ ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [8,
32, 31]:

δgAA =
128πT

ngd

∑
r=0,3

∑
j

Γj

∫
dp

(2π)d
p2
∑
m>0

min{m,n}

× D(rj)
p (iωm)D̃(rj)

p (iωm)Dp(iωm+n) . (2.43)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäåë n → 0. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ
|ωm| � |bi| ñïèí-ôëèï ðàññåÿíèå âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ δgAA ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû ïåðåíîðìèðîâêè ÷àñòîòû â äèôôóçèîííîì ïðîïàãàòîðå.
Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè òèïà
ïðîïàãàòîðîâ äèôôóçèîííûõ ìîä (ñì. ðèñ. 2.2).

Âûïîëíÿÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû, iωn →
ω + i0, è áåðÿ ïðåäåë ω → 0 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

δgAA =
64

gd
Im
∑
j

Γj

∫
dp

(2π)d
p2

∫
dΩ ∂Ω

(
Ω coth

Ω

2T

)
×DRp (Ω)D(0j),R

p (Ω)D̃(0j),R
p (Ω). (2.44)

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî äèôôóçèîííûå ïðîïàãàòîðû ñ r = 0 è r = 3
ñîâïàäàþò. Ïðîïàãàòîðû DRp (Ω), D(rj),R

p (Ω) è D̃(rj),R
p (Ω) îáîçíà÷àåò

çàïàçäûâàþùèå ïðîïàãàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå Dp(iΩ), D(rj)
p (iΩ), è

D̃(rj)
p (iΩ), ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå, åñòü ñëåäóþùàÿ ïîïðàâêà èç-çà íåóïðóãîãî ñïèí-ôëèï-

ðàññåÿíèÿ:

δgsf
1 = −64πTΓsf

ng

∑
j=0,3

(−1)j
∫

dp

(2π)d

∑
m>0

mDp(iωm+n)

×
∑
r=0,3

D(rj)
p (iωm+n)

[
1− p2

[
Dp(iωm)

+Dp(iωm+2n)
]]
. (2.45)
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Figure 2.2: Ýñêèç äèàãðàìì, âíîñÿùèõ âêëàä â ïîïðàâêó Àëüòøóëåðà-
Àðîíîâà. Ïðóæèíîïîäîáíàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå
âçàèìîäåéñòâèå. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû èìåþò òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è íà
ïðåäûäóùåì ðèñóíêå.

Íàïîìèíàåì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäåë n → 0. Íà ïåðâûé âçãëÿä
êàæåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðåäåë íå êîíå÷åí, òàê ÷òî ïîïðàâêà δgsf

1 íàðóøàåò
êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîïàãàòîðû
äèôôóçèè D(rj) îäèíàêîâû äëÿ r = 0 è r = 3, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòó
ïîïðàâêó δgsf

1 êàê ñóììó äâóõ ïîïðàâîê, δgsf
1 = δgsf

1,ω + δgsf
1,f , ãäå δg

sf
1,ω, êàê

êàæåòñÿ, íå èìååò êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè n → 0, à δgsf
1,f èìååò ãëàäêèé

ïðåäåë ïðè n→ 0. Â ÷àñòíîñòè, ìû íàõîäèì

δgsf
1,ω =

2

dn

∑
j=0,3

∑
m>0

∫
dp

(2π)d
∂

∂p

∂

∂p
ln
Dp(iωm)

D(0j)
p (iωm)

. (2.46)

Òàê êàê δgsf
1,ω èìååò ôîðìó âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî èìïóëüñó ýòà ïîïðàâêà

îïðåäåëÿåòñÿ óëüòðàôèîëåòîì íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîé
òåîðèè. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì àêêóðàòíî âû÷èñëèòü åå â ðàìêàõ
ïîäõîäà íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè. Îäíàêî ýòà ïîïðàâêà âòîðîãî
ïîðÿäêà ïî γsf , ïîýòîìó åå ó÷åò ÿâëÿåòñÿ èçáûòêîì òî÷íîñòè.

Ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû, iωn → ω+
i0, è ñ ó÷åòîì ïðåäåëà ω → 0 êîíå÷íóþ ïîïðàâêó δgsf

1,f ìîæíî çàïèñàòü
êàê

δgsf
1,f =

1

d
Re
∑
j=0,3

∫
dp

(2π)d
p2

∫
dΩ ∂Ω

(
coth

Ω

2T

)
×
[
DRp (Ω)−D(0j),R

p (Ω)
]2

. (2.47)

Ïîñëåäíÿÿ ïîïðàâêà â Óð. (2.41) òàêæå îáóñëîâëåíà íåóïðóãèì ñïèí-
ôëèï-ðàññåÿíèåì, ïðåäñòàâëåííûì ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â Óð. (2.33). Îíà
èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó:
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δgsf
2 =

128πTΓsf

ngd

∑
j=1,2

∫
dp

(2π)d
p2
∑
m>0

min{m,n}

×
[
D̃(3j)
p (iωm)

]2

Dp(iωm+n). (2.48)

Çäåñü, îïÿòü æå, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðåäåë n → 0. Äèàãðàììíî ýòà
ïîïðàâêà èìååò ñòðóêòóðó, ïîäîáíóþ äèàãðàììàì, ïîêàçàííûì íà Ðèñ.
2.2, â êîòîðîé ëèíèÿ ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæíà
áûòü çàìåíåíà äèíàìè÷åñêîé ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ. Âûïîëíÿÿ
àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû, iωn → ω + i0, è
ïðèíèìàÿ ïðåäåë ω → 0, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

δgsf
2 =

64Γsf

gd
Im

∫
dp

(2π)d
p2

∫
dΩ ∂Ω

(
Ω coth

Ω

2T

)
×
[
D̃(31),R
p (Ω)

]2

DRp (Ω). (2.49)

Ïðè ýòîì ó÷èòûâàëàñü ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîïàãàòîðîâ äèôôóçèè
j = 1 è j = 2. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïîïðàâêå δgsf çàäåéñòâîâàíû
òðèïëåòíûå äèôôóçèîííûå ìîäû ñ ñóììàðíîé ñïèíîâîé ïðîåêöèåé
ðàâíîé ±1. Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà (2.49) àíàëîãè÷íà êâàíòîâîé
ïîïðàâêå çà ñ÷åò ýëåêòðîííî-ïàðàìàãíèòíîãî ðàññåÿíèÿ [70].

2.4 Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïîïðàâêà ê

ïðîâîäèìîñòè èç-çà íåóïðóãîãî ñïèí-

ôëèï ðàññåÿíèÿ

Êàê ìû óïîìèíàëè âûøå, â ýòîé ãëàâå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå
T � |bi|. Òàêæå íàñ èíòåðåñóþò ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî J è â
äâóìåðíîì ñëó÷àå. Òîãäà, ðàçëàãàÿ ïîïðàâêó (2.44) äî ïåðâîãî ïîðÿäêà
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ïî γsf , íàõîäèì

δgAA =− 1

π

3∑
j=0

[
1− 1 + γj

γj
ln(1 + γj)

]
ln

1

2πTτ

− γsf

π

[1

2
+

1

γs
− 1 + γs

γ2
s

ln(1 + γs)
]

ln
|bi|

2πT

− 2γsf

π

[
1− 1

γt
ln(1 + γt)

]
ln
|bi|

2πT

− γsf

π

[3

2
− 1

γt
+

1− γt
γ2
t

ln(1 + γt)
]

ln
|bi|

2πT
. (2.50)

Çäåñü â ïåðâîé ñòðîêå ïðåäñòàâëåíà ñòàíäàðòíàÿ ïîïðàâêà Àëüòøóëåðà-
Àðîíîâà ê ïðîâîäèìîñòè. Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä
ñóùåñòâóåò äëÿ ÷àñòîò áîëüøå |bi|, òî óëüòðàôèîëåòîâàÿ îáðåçêà äëÿ ýòîé
ïîïðàâêè - îáðàòíîå âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà 1/τ . Âî âòîðîé ñòðîêå
îïèñûâàåòñÿ ïîïðàâêà, îáóñëîâëåííàÿ ýôôåêòîì íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ
íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ â ñèíãëåòíîì êàíàëå ÷àñòèöà-äûðêà. Òðåòüÿ
ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò ïîïðàâêè îò òðèïëåòíîãî êàíàëà ÷àñòèöà-äûðêà
ñ îáùåé ñïèíîâîé ïðîåêöèåé ðàâíîé ±1. ×åòâåðòàÿ ñòðîêà îïèñûâàåò
ïîïðàâêó òðèïëåòíîãî êàíàëà ÷àñòèöà-äûðêà ñ íóëåâîé ñóììàðíîé
ñïèíîâîé ïðîåêöèåé. Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå γsf ,
âêëþ÷àþò ln(|bi|/2πT ) è èñ÷åçàþò ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû óïîìèíàåì, ÷òî â ñòàíäàðòíîé ïîïðàâêå
Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà (ïåðâàÿ ñòðîêà èç Óð. (2.50))) ñèíãëåòíûé êàíàë
áëàãîïðèÿòñòâóåò ëîêàëèçàöèè (òàê êàê γs 6 0), â òî âðåìÿ êàê
òðèïëåòíûé êàíàë áëàãîïðèÿòñòâóåò àíòèëîêàëèçàöèè (òàê êàê γt > 0)
ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå. Ïîïðàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå γsf , ðàáîòàþò â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ò.å. íàëè÷èå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ
ïðèìåñÿõ óìåíüøàåò ýôôåêò ëîêàëèçàöèè (àíòèëîêàëèçàöèè) â êàíàëàõ
ñèíãëåòà (òðèïëåòà) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîïðàâêà (2.47) íå ïðîèçâîäèò ëîãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé, òàê
êàê èíòåãðàë ïî ÷àñòîòàì îãðàíè÷åí |Ω| . T . Äðóãàÿ ïîïðàâêà èç-çà
íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, Óð. (2.49)

δgsf
2 =

γsf

πγt

[
1− 1

γt
ln(1 + γt)

]
ln
|bi|

2πT
. (2.51)

Ìû îòìå÷àåì, ÷òî ýòà ïîïðàâêà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ò.å. ðàáîòàåò
â ïîëüçó àíòèëîêàëèçàöèè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Â îòñóòñòâèå
ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ δgsf

2 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
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ïîïðàâêîé ê ïðîâîäèìîñòè èç-çà íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ
ïðèìåñÿõ. Îíà ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

δgsf
2 →

γsf

2
ln
|bi|

2πT
=

1

2π(S + 1)τs0|bi|
ln
|bi|

2πT
. (2.52)

Ýòà êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ðàáîòàåò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè
ïî îòíîøåíèþ ê ñëàáîé ëîêàëèçàöèè.

2.5 Çàêëþ÷åíèå

Çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè, ðàññìîòðåííûå
âûøå, áûëè ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà äëÿ ðàññåÿíèÿ íà
ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ïîïðàâêà Êîíäî ê
ïðîâîäèìîñòè â ÷èñòîé ñèñòåìå ïîÿâëÿåòñÿ çà ïðåäåëàìè ïðèáëèæåíèÿ
Áîðíà: â òðåòüåì ïîðÿäêå ïî îáìåííîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Â ñëó÷àå
T � |bi| ýòà ïîïðàâêà íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, ò.ê. èíôðàêðàñíàÿ
îáðåçêà äëÿ ëîãàðèôìà Êîíäî äàåòñÿ íå T , à |bi|. Â íåóïîðÿäî÷åííîì
ñëó÷àå íåóïðóãèå ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè, èçó÷åííûå ðàíåå [69, 68, 85],
òàêæå áûëè òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî îáìåííîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Ïîñêîëüêó
ïîïðàâêè (2.50) è (2.51) îòíîñÿòñÿ êî âòîðîìó ïîðÿäêó, òî îíè áîëåå
âàæíû äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ νJ . Îòìåòèì, ÷òî ïîïðàâêè òðåòüåãî
ïîðÿäêà ïî J äëÿ ñëó÷àÿ |be| � T � |bi| åùå íå âû÷èñëåíû. Ïîýòîìó
êîëè÷åñòâåííî ñðàâíèòü ïîïðàâêè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà ìû íå
ìîæåì.

Â îòñóòñòâèå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóêòóðà
ïîïðàâêè (2.49) àíàëîãè÷íà ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè íåóïîðÿäî÷åííîé
ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â äèôôóçèîííîì ïðåäåëå çà ñ÷åò ýëåêòðîí-
ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîçäàâàåìîãî íåóïðóãèì ðàññåÿíèåì íà
ïàðàìàãíîíàõ [70]. Ðàçëè÷èå ìåæäó ïàðàìàãíîíàìè è ìàãíèòíûìè
ïðèìåñÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìå íàâåäåííîãî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì
è íå çàâèñèò îò ïåðåäàâàåìîé ÷àñòîòû äëÿ ìàëûõ ÷àñòîò. Âäàëè îò
òî÷êè ôåððîìàãíèòíîãî êâàíòîâîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà èíäóöèðîâàííîå
ïàðàìàãíîíàìè ýëåêòðîíí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå òàêæå
ñòàíîâèòñÿ èìïóëüñíî-÷àñòîòíî-íåçàâèñèìûì è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèâîäèò ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè â äâóõ
èçìåðåíèÿõ [70].

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â
îòñóòñòâèè ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñëè ñïèí-îðáèòàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå ïðèñóòñòâóåò, òî îíî îòñåêàåò äèôôóçèîííûå ïîëþñà
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òðèïëåòíûõ äèôôóçîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ
òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ïîïðàâêè (2.51) è âêëàäîâ, êîòîðûå
âêëþ÷àþò γt â Óð. (2.50). Åäèíñòâåííûé çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû
âêëàä, îáóñëîâëåííûé íåóïðóãèì ðàññåÿíèåì íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ,
êîòîðûé îñòàåòñÿ â ñëó÷àå ñïèí-îðáèòàëüíîé ñâÿçè, - ýòî ÷ëåí âî
âòîðîé ñòðîêå Óð. (2.50), êîòîðûé îïèñûâàåò ìîäèôèêàöèþ ïîïðàâêè
Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà â ñèíãëåòíîì êàíàëå.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî âëèÿíèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé íà ïîïðàâêó ñëàáîé
ëîêàëèçàöèè ÷åðåç âðåìÿ äåôàçèðîâêè, èíäóöèðîâàííîå ñïèí-ôëèï-
ðàññåÿíèåì, èíòåíñèâíî èçó÷àëîñü â äâóìåðíûõ ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ
íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé, íà÷èíàÿ ñ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðàáîò [71, 39]. Íàì íåèçâåñòíû ñèñòåìàòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé íà ïîïðàâêó Àëüòøóëåðà-
Àðîíîâà ê ïðîâîäèìîñòè â äâóìåðíûõ ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ. Â öåëîì,
÷åòêîå ðàçäåëåíèå èíòåðôåðåíöèè è ïîïðàâêè çàñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàäà÷åé (ñì., íàïðèìåð, ïîñëåäíèå
ðàáîòû [64, 63, 62]). Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòû, îïèñàííûå â íàñòîÿùåé
ãëàâå, è äàëüøå óñëîæíÿþò ýòó çàäà÷ó.

Îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíîå ðàññåÿíèå âëèÿåò òàêæå íà ñïèíîâóþ
âîñïðèèì÷èâîñòü ìàãíèòíîé ïðèìåñè, ÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì
(ïî îòíîøåíèþ ê îáû÷íîé ðåíîðìàëèçàöèè Êîíäî) òåìïåðàòóðíî-
çàâèñèìûì ïîïðàâêàì [69, 14, 86]. Ïîýòîìó áûëî áû èíòåðåñíî
ðàññìîòðåòü ïîïðàâêè ê ñïèíîâîé âîñïðèèì÷èâîñòè ìàãíèòíîé ïðèìåñè
â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ g-ôàêòîðîâ è ïðè íàëè÷èè ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîäâîäÿ èòîã, ìû èçó÷èëè êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè,
âîçíèêàþùèå èç-çà íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ
â äâóìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé âçàèìîäåéñòâóþùåé ýëåêòðîííîé
ñèñòåìå â äèôôóçíîì ïðåäåëå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò,
(i) ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ g-ôàêòîðîâ äëÿ ýëåêòðîíîâ
è ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé, |ge| � |gi|; (ii) ìû ñîñðåäîòî÷èëèñü íà
ïðîìåæóòî÷íîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð |ge|µBH � T � |gi|µBH;
(iii) ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå
â êàíàëå "÷àñòèöà-äûðêà". Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî â ïðèáëèæåíèè
Áîðíà íåóïðóãîå ðàññåÿíèå íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñÿõ ïðèâîäèò ê
äîïîëíèòåëüíîé òåìïåðàòóðîçàâèñèìîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè
(ñð. Óð. (2.51)). Òàêæå íåóïðóãîå ðàññåÿíèå èçìåíÿåò ïîïðàâêó
Àëüòøóëåðà-Àðîíîâà ê ïðîâîäèìîñòè (ñð. ñ ïóáëèêàöèåé (2.50)).
Íàøè ïðåäñêàçàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷ó äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ýëåêòðîííîãî òðàíñïîðòà â
íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ ñ ðåäêèìè ìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè.



Ãëàâà 3

Ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû

ðåíîðìãðóïïû ñèãìà-ìîäåëè

Ôèíêåëüøòåéíà

Â ýòîé ãëàâå, èñïîëüçóÿ äâóõïåòëåâîé àíàëèç è ìåòîä ïåðåíîðìèðîâêè
ôîíîâîãî ïîëÿ, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ëîêàëüíûå îïåðàòîðû ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà áåç ïðîèçâîäíûõ â íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè Ôèíêåëüøòåéíà
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðîñòûì îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïåðàòîðîâ äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ñëó÷àÿ. Ýòè îïåðàòîðû
÷èñòîãî ñêåéëèíãà äåìîíñòðèðóþò ìóëüòèôðàêòàëüíîå ïîâåäåíèå è
îïèñûâàþò ìåçîñêîïè÷åñêèå ôëóêòóàöèè îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
Ãðèíà. Àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè âñåõ òàêèõ îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà ìû îïðåäåëÿåì â òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ â äâóõïåòëåâîì
ïðèáëèæåíèè.

3.1 Ôîðìàëèçì íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè

Ýôôåêòèâíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ â ñëó÷àå ñèììåòðèè âðàùåíèÿ ñïèíà è
îáðàùåíèÿ âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [34, 17]. Îíà
ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ìàòðè÷íîãî ïîëÿ Q, êîòîðîå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â
ñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå G/K ñ G = Sp(2N) è K = Sp(N)×Sp(N).
Ðàíã ñèìïëåêñè÷åñêîé ãðóïïû äàåòñÿ âûðàæåíèåì N = 4NrNm, ãäå
Nr îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ðåïëèê, à Nm - êîëè÷åñòâî çàäåéñòâîâàííûõ
÷àñòîò Ìàöóáàðû. Êîýôôèöèåíò 4 ñîîòâåòñòâóåò ñïèíó è ïðîñòðàíñòâó
Íàìáó (äûðêà-÷àñòèöà). Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü íàïèñàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì

57
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S =− g

32

∫
drTr(∇Q)2 + 4πTZω

∫
drTr ηQ

− πT

4

∑
α,n,r,j

Γj

∫
drTr

[
Iαn trjQ

]
Tr
[
Iα−ntrjQ

]
. (3.1)

Çäåñü ìû ââåëè ñëåäóþùèå ìàòðèöû

ηαβnm = n δnmδ
αβt00, (Iγk )αβnm = δn−m,kδ

αβδαγt00, (3.2)

ãäå α, β = 1, . . . , Nr îçíà÷àþò èíäåêñû ðåïëèê, à èíäåêñû n,m
ñîîòâåòñòâóþò ìàöóáàðîâñêèì ôåðìèîííûì ÷àñòîòàì εn = πT (2n+1) (T
îçíà÷àåò òåìïåðàòóðó.). Øåñòíàäöàòü ìàòðèö trj äåéñòâóþò â òåíçîðíîì
ïðîèçâåäåíèè ñïèíîâîãî (èíäåêñ j) è Íàìáó (èíäåêñ r) ïðîñòðàíñòâ.
Èíäåêñû r è j ìàòðèö trj îçíà÷àþò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó òåíçîðíûõ
ïðîèçâåäåíèé åäèíèöû è ìàòðèö Ïàóëè â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å.

trj = τr ⊗ sj, r, j = 0, 1, 2, 3. (3.3)

Ãäå ìàòðèöû τ0 è s0 îçíà÷àþò åäèíè÷íûå 2× 2 ìàòðèöû è

τ1/s1 =

(
0 1
1 0

)
, τ2/s2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3/s3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Ïîëíàÿ (âêëþ÷àÿ ñïèí) áåçðàçìåðíàÿ (â åäèíèöàõ e2/h) ïðîâîäèìîñòü
Äðóäå îáîçíà÷àåòñÿ g. Àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâèÿ Γj (äëÿ ñèíãëåòíîãî
êàíàëà Γ0 = Γs, à äëÿ òðèïëåòíîãî êàíàëà Γ1 = Γ2 = Γ3 = Γt) îïèñûâàþò
ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå â êàíàëå "÷àñòèöà-äûðêà". Â
ýòîé ãëàâå ìû ïðåíåáðåãàåì âçàèìîäåéñòâèåì â êóïåðîâñêîì êàíàëå.
Ïàðàìåòð Zω ó÷èòûâàåò íåòðèâèàëüíóþ ïåðåíîðìèðîâêó ÷àñòîòû ïðè
ðåíîðìãðóïïîâîì ïîòîêå [32]. Çàòðàâî÷íûì çíà÷åíèåì Zω ÿâëÿåòñÿ
åäèíèöà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ñ äåéñòâèåì NLSM
(3.1) íåîáõîäèìî âçÿòü äâà ïðåäåëà: Nm → ∞ è Nr → 0. Ìû îòìå÷àåì,
÷òî ïåðâûé ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì è äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòüþ (ïîäðîáíåå ñì. ññûëêó
[15]).

Ìàòðèöà Q(r) îïèñûâàåò ëîêàëüíûå âðàùåíèÿ âîêðóã
ïðîñòðàíñòâåííî íåçàâèñèìîé ìàòðèöû Λ:

Q = T −1ΛT , Λαβ
nm = sgn εn δnmδ

αβt00, (3.4)

ãäå ìàòðèöû T ∈ G óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

C(T −1)T = T C, T TC = CT −1 (3.5)
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Ãäå C = it12 è T T îçíà÷àåò ìàòðè÷íîå òðàíñïîíèðîâàíèå T . Òàêèì
îáðàçîì, ìàòðèöà Q óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîé íåëèíåéíîé ñâÿçè Q2(r) =
1, óñëîâèþ TrQ = 0 è óñëîâèþ çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ

Q = Q† = CTQTC. (3.6)

3.2 Ëîêàëüíûå îïåðàòîðû áåç ïðîèçâîäíûõ

Ïðîñòåéøèå ëîêàëüíûå îïåðàòîðû áåç ïðîèçâîäíûõ äàþòñÿ

K1(E) =
1

4
ReP+

1 (E), (3.7)

ãäå çàïàçäûâàþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ P+
1 (E) ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà èç åå ìàöóáàðîâñêîãî àíàëîãà

P1(iεn) = sp〈Qαα
nn〉 (3.8)

ïîñëå ñòàíäàðòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, iεn → E + i0+. Çäåñü
ñèìâîë sp îáîçíà÷àåò ñëåä ïî ñïèíó è ïðîñòðàíñòâó Íàìáó. Ñóììà
ïî ðåïëè÷íîìó èíäåêñó α íå ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Ôèçè÷åñêè K1(E)
ñîîòâåòñòâóåò óñðåäíåííîé ïî áåñïîðÿäêó LDOS:

K1(E) =
〈ρ(E)〉dis

ρ0

, ρ(E) = − 1

π
ImG+

E(r, r). (3.9)

Çäåñü G+
E(r, r′) - ýòî îäíî÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ äàííîé

ðåàëèçàöèè áåñïîðÿäêà. Âåëè÷èíà ρ0 îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
(âêëþ÷àÿ ñïèí) íà ýíåðãèè E ∼ 1/τ . Îòìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ E
îòñ÷èòûâàåòñÿ îò óðîâíÿ Ôåðìè. Ïîñêîëüêó K1(E) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óñðåäíåííóþ ïî áåñïîðÿäêó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ýòî
îïåðàòîð ÷èñòîãî ñêåéëèíãà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ïåðåíîðìèðîâêè.

Ëîêàëüíûé îïåðàòîð áåç ïðîèçâîäíûõ, â êîòîðîì çàäåéñòâîâàíû äâå
ìàòðèöû Q, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

K2(E1, E2) =
1

64

∑
p1,p2=±

p1p2Pα1α2;p1p2

2 (E1, E2). (3.10)

Çäåñü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Pα1α2;p1p2

2 (E1, E2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Ìàöóáàðû

Pα1α2
2 (iεn1 , iεn2) =

〈
spQα1α1

n1n1
(r) spQα2α2

n2n2
(r)
〉

+µ2

〈
sp
[
Qα1α2
n1n2

(r)Qα2α1
n2n1

(r)
]〉

(3.11)
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ñòàíäàðòíûì àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû:
εn1 → E1 + ip10+ è εn2 → E2 + ip20+. Çäåñü α1 è α2 - äâà
ðàçíûõ ôèêñèðîâàííûõ ðåïëè÷íûõ èíäåêñà. Îïåðàòîð K2(E1, E2)
ïàðàìåòðèçîâàí âåùåñòâåííûì ÷èñëîì µ2. Äëÿ µ2 = −2 äàííûé
îïåðàòîð îïèñûâàåò äâóõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ LDOS,
óñðåäíåííóþ ïî ðåàëèçàöèè áåñïîðÿäêà:

K2(E1, E2)
∣∣∣
µ2=−2

= ρ−2
0

〈
ρ(E1, r)ρ(E2, r)

〉
dis
. (3.12)

Íåäàâíî â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè â NLSM Ôèíêåëüøòåéíà áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð K2(E1, E2) â ñëó÷àå µ2 = −2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì
÷èñòîãî ñêåéëèíãà [23].

Îáùèé îïåðàòîð, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ q øòóê ìàòðè÷íûõ ïîëåé
Q, ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê

Kq(E1, . . . , Eq) =
1

23q

∑
p1,...pq=±

(
q∏
j=1

pj

)
×Pα1,...,αq ;p1,...,pq

q (E1, . . . , Eq). (3.13)

Çäåñü Pα1,...,αq ;p1,...,pq
q (E1, . . . , Eq) ìîæíî ïîëó÷èòü èç êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèè â ìíèìîì âðåìåíè

Pα1,...,αq
q (iεn1 , . . . , iεnq) =

∑
{k1,...,kq}

µk1,...,kq

〈
Ak1,...,kq

〉
,

Ak1,...,kq =

kq∏
r=k1

sp
[
Q
αj1αj2
nj1nj2

Q
αj2αj3
nj2nj3

. . . Q
αjrαj1
njrnj1

]
, (3.14)

ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû: εnj →
Ej + ipj0

+. Ñóììà â Óð. (3.14) âûïîëíÿåòñÿ ïî ðàçáèåíèÿì q, ò.å.
ïî âñåì íàáîðàì ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë {k1, . . . , kq}, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: k1 + k2 + . . . kq = q è k1 ≥ k2 ≥
· · · ≥ kq > 0. Ïî èíäåêñàì ðåïëèê, êîòîðûå âñå ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè, íåò
ñóììû, αj 6= αk, åñëè j 6= k äëÿ j, k = 1, . . . , q. Äàëåå ìû âûáèðàåì òàêóþ
íîðìèðîâêó, ÷òî µ1,1,1,...,1 = 1.

Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ, Γj = 0, äåéñòâèå NLSM óìåíüøàåòñÿ
äî ïåðâîé ñòðîêè â Óð. (3.1). Òàê êàê ýíåðãèÿ äèôôóçèîííûõ
ìîä ñîõðàíÿåòñÿ áåç âçàèìîäåéñòâèé, ìîæíî ñïðîåöèðîâàòü ìàòðèöó Q
ïîäïðîñòðàíñòâî 2× 2 äâóõ çàäàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
÷àñòîò Ìàöóáàðû. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G óìåíüøàåòñÿ äî
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G̃ = Sp(8Nr) è ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ñòàíîâèòñÿ K-èíâàðèàíòíûì,
ò.å. èíâàðèàíòíûì ïðè âðàùåíèÿõ Q → U−1QU ñ U ∈
K̃ = Sp(4Nr) × Sp(4Nr). Òîãäà îïåðàòîðû Kq ìîæíî óñðåäíèòü
ïî âðàùåíèÿì U , à ðåçóëüòèðóþùèå îïåðàòîðû-èíâàðèàíòû ïî
K ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì G̃.
Êàæäîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò ñîäåðæàòü åäèíñòâåííûé
K-èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð ÷èñòîãî ñêåéëèíãà [42, 38]. Îòìåòèì,
÷òî (i) ïðèâåäåííàÿ âûøå êëàññèôèêàöèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîïèé Nr è (ii) ìîæíî ðàáîòàòü è ñ K-
íåèíâàðèàíòíûìè îïåðàòîðàìè.

Ïðè íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèé ïðèìåíåíèå îïèñàííîé âûøå
ñõåìû çàòðóäíåíî ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, äåéñòâèå
NLSM Ôèíêåëüøòåéíà íå ÿâëÿåòñÿ K-èíâàðèàíòíûì. Âî-âòîðûõ,
êëàññèôèêàöèÿ îïåðàòîðîâ Kq ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì
ãðóïïû G äàëåêî íå î÷åâèäíà èç-çà ïðåäåëà Nm → ∞. Â ñâÿçè ñ
ýòèì äëÿ ôèêñàöèè íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ µk1,...,kq , ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïåðàòîðàì ÷èñòîãî ñêåéëèíãà, ìû èñïîëüçóåì äâóõïåòëåâóþ ïðîöåäóðó
ïåðåíîðìèðîâêè.

3.3 Äâóõïåòëåâàÿ ïåðåíîðìèðîâêà Kq
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ µk1,...,kq , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
îïåðàòîðó ÷èñòîãî ñêåéëèíãà Kq, âûïîëíÿåòñÿ äâóõïåòëåâàÿ
ïåðåíîðìèðîâêà îïåðàòîðà Kq. Êàê èçâåñòíî, ïðè òàêîé ïåðòóðáàòèâíîé
(ïî 1/g) ïðîöåäóðå âñòðå÷àþòñÿ ðàñõîäèìîñòè. Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
êâàíòîâîé òåîðèè â äåéñòâèå NLSM äîáàâëÿåì ìàññîâûé ÷ëåí (3.1):

S → Sh = S +
gh2

8

∫
drTr ΛQ. (3.15)

Êðîìå òîãî, âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé ðàçìåðíîé ðåãóëÿðèçàöèè è áóäåì
ðàáîòàòü â ðàçìåðíîñòè d = 2 + ε.

Äëÿ ïåðòóðáàòèâíîãî àíàëèçà (ïî 1/g) äåéñòâèÿ (3.1) íåîáõîäèìî
ðàçðåøèòü íåëèíåéíóþ ñâÿçü Q2(r) = 1. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

Q = W + Λ
√

1−W 2 , W =

(
0 w
w̄ 0

)
. (3.16)

Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Wnm = wnm è
Wmn = w̄mn ãäå n > 0 è m < 0. Äâà áëîêà ìàòðèöû W ñâÿçàíû
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ñëåäóþùèì îáðàçîì

w̄ = −CwTC, w = −Cw∗C. (3.17)

ðàñêëàäûâàÿ äåéñòâèå Sh ïî W äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ïðîïàãàòîðû äèôôóçíûõ ìîä. Äëÿ r = 0, 3 è j = 0, 1, 2, 3〈

[wrj(p)]α1β1
n1m1

[w̄rj(−p)]β2α2
m2n2

〉
=

2

g
δα1α2δβ1β2δn12,m12

×Dp(iΩε
nm)
[
δn1n2 −

32πTΓj
g

δα1β1D(j)
p (iΩε

nm)
]
, (3.18)

ãäå n12 = n1 − n2, m12 = m1 − m2, Ωε
nm = εn1 − εm1 ≡ εn2 − εm2 , è

wrj = sp[wtrj]/4. Ïðîïàãàòîð (3.18) çàâèñèò îò ñòàíäàðòíîãî äèôôóçîíà

D−1
p (iωn) = p2 + h2 + 16Zω|ωn|/g (3.19)

è äèôôóçîíîâ, ïåðåíîðìèðîâàííûõ âçàèìîäåéñòâèåì â ñèíãëåòíîì
(D(0)

p (ω) ≡ Dsp(ω)) è òðèïëåòíîì (D(1)
p (ω) = D(2)

p (ω) = D(3)
p (ω) ≡ Dtp(ω))

êàíàëàõ:
[Ds/tp (iωn)]−1 = p2 + h2 + 16(Zω + Γs/t)|ωn|/g. (3.20)

Ïðîïàãàòîðû ìîä ñ r = 1, 2 è j = 0, 1, 2, 3 (êóïåðîíû) ñîâïàäàþò
ñî ñòàíäàðòíûìè äèôôóçîíàìè â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ â
êóïåðîâñêîì êàíàëå:〈

[wrj(p)]α1β1
n1m1

[w̄rj(−p)]β2α2
m2n2

〉
=

2

g
δα1α2δβ1β2δn1n2

× δm1m2Dp(iΩε
nm). (3.21)

Ñíà÷àëà íàïîìíèì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îäíîïåòëåâîé ïåðåíîðìèðîâêè.
Óñðåäíåííàÿ ïî áåñïîðÿäêó LDOS ïðè T = E = 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíà
êàê [25]:

〈ρ(E = 0)〉dis

ρ0

=
√
Z, Z = 1− hεt

ε

3∑
j=0

ln(1 + γj). (3.22)

Ãäå ìû ââîäèì γj = Γj/Zω è áåçðàçìåðíîå ñîïðîòèâëåíèå t = 8Ωd/g
ãäå Ωd = 1/[2dπd/2Γ(d/2)] (t = 2/(πg) ïðè d = 2). Ïåðåíîðìèðîâàííûé
êîíäàêòàíñ äàåòñÿ [8, 10, 31, 33, 25]

g′ = g
[
1 +

a1t h
ε

ε

]
, a1 = 1 +

3∑
j=0

f(γj), (3.23)
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ãäå

f(γ) = 1− (1 + 1/γ) ln(1 + γ). (3.24)

Âàæíî áóäåò òàêæå ó÷åñòü ïåðåíîðìèðîâêó ìàñøòàáà èìïóëüñà h [16].
Ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåíîðìèðîâàííûé ìàñøòàá èìïóëüñà h′ ñâÿçàí ñ
h ñëåäóþùèì îáðàçîì g′h′2 = gh2Z1/2. Â ðàìêàõ îäíîïåòëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî íàéòè [16].

h′ = h

{
1− t hε

2ε

[
1 +

3∑
j=0

[
f(γj) +

1

2
ln(1 + γj)

]]}
. (3.25)

×òîáû íàéòè ïåðåíîðìèðîâêó îïåðàòîðà Kq â äâóõïåòëåâîì

ïðèáëèæåíèè óäîáíî ðàññìîòðåòü åãî íåïðèâîäèìóþ ÷àñò K̃q, êîòîðóþ
ìîæíî ïîëó÷èòü èç îïðåäåëåíèÿ (3.14) ïóòåì çàìåíû Q → Q − 〈Q〉.
Îòñþäà è äàëåå 〈. . . 〉 îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ
Sh. Ýòîò òðþê ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäíîïåòëåâîå âûðàæåíèå
(3.22) äëÿ Z. Äîïîëíèòåëüíîé ïðè÷èíîé ðàáîòû ñ íåïðèâîäèìûì

îïåðàòîðîì K̃q ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ q > 5 äâóõïåòëåâîé âêëàä â íåãî
èñ÷åçàåò. Òàê êàê äâóõïåòëåâîå âû÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì è
î÷åíü áëèçêî ê òîìó, ÷òî ïðåäñòàâëåíî â Ref. [23], çäåñü ìû ïðåäñòàâëÿåì
êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Íåîáõîäèìûå òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè ïðèâåäåíû
â ïðèëîæåíèè 4.3. Â ðàìêàõ äâóõïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèâîäèìûé
îïåðàòîð Kq ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå ïðè T = 0.

Kq(E1 = 0, . . . , Eq = 0) = Zq/2 m′q, q > 2. (3.26)

ãäå

m′q = mq

[
1 +

b1t h
′ε

ε
+
t2h′2ε

ε2

(
b2 + εb3

)]
, (3.27)

ãäå mq = 1 â ñâÿçè ñ êîíâåíöèåé íîðìèðîâêè äëÿ îïåðàòîðîâ
Kq. Êîýôôèöèåíòû b1,2,3 çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ γj è
êîýôôèöèåíòîâ µk1,...,kq :

b1 = µ2,1,1,...,1, b3 = µ2,1,1,...,1

3∑
j=0

c(γj)/4,

b2 = q(q − 1)/2 + 3µ3,1,1,...,1/2 + µ2,2,1,...,1 − µ2,1,1,...,1

−µ2,1,1,...,1

3∑
j=0

f(γj)/2. (3.28)
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Ôóíêöèÿ

c(γ) = 2 +
2 + γ

γ
li2(−γ) +

1 + γ

2γ
ln2(1 + γ) (3.29)

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëèëîãàðèôì li2(x) =
∑∞

k=1 x
k/k2. Îáðàùàåì

âíèìàíèå, ÷òî µ3,1,1,1,...,1 = 0 äëÿ q = 2 è µ2,2,1,...,1 = 0 äëÿ q = 2, 3.
Ïðèìåíåíèå ñõåìû ìèíèìàëüíîãî âû÷èòàíèÿ (ñì., íàïðèìåð [12]) ê Óð.
(3.27), ìîæíî ïîëó÷èòü àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü m′q. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îíà áûëà êîíå÷íîé â ïðåäåëå ε → 0, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óñëîâèå
b2 = b1(b1 − a1)/2. Êàê ñëåäóåò èç Óð. (3.28) ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

µ2
2,1,...,1 + µ2,1,...,1 = 3µ3,1,...,1 + 2µ2,2,...,1 + q(q − 1). (3.30)

Òàê êàê îïåðàòîð ÷èñòîãî ñêåéëèíãà Kq äîëæåí èìåòü õîðîøî
îïðåäåëåííóþ àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, Óð. (3.30) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ µk1,...,kq . Áîëåå òîãî,
ïîñêîëüêó Óð. (3.30) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì äëÿ µ2,1,...,1, â îáùåì,
åãî íåâîçìîæíî óäîâëåòâîðèòü êîýôôèöèåíòàìè µk1,...,kq , êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì äâóõ îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà. Óäèâèòåëüíî, íî óðàâíåíèå (3.30) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ γs è γt. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Óð. (3.30) âûïîëíÿåòñÿ
íàáîðàìè {µk1,...,kq}, îïðåäåëÿþùèìè îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà â
òåîðèè áåç âçàèìîäåéñòâèÿ [42, 96, 97]. Äëÿ q = 2, 3 è 4 ìû ïðèâîäèì
â òàáëèöå 3.1 íàáîðû {µk1,...,kq}, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðàì ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà. Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, îíè äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò
Óð. (3.30). Óïîìÿíåì, ÷òî äëÿ q = 2 Óð. (3.30) ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà µ2 (ðàâíîãî -2 è 1)
è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéòè âñå âîçìîæíûå îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà
ïðè q = 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü âñå êîýôôèöèåíòû {µk1,...,kq}
äëÿ q > 3, íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëåäóþùèå ïîðÿäêè â
ïåòëåâîì ðàçëîæåíèè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì àðãóìåíòû,
îñíîâàííûå íà ìåòîäå ïåðåíîðìèðîâêè ôîíîâûì ïîëåì, â ïîëüçó òîãî,
÷òî íàáîðû {µk1,...,kq}, îïðåäåëÿþùèå îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà â
íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷å, òàêæå îïðåäåëÿþò îïåðàòîðû ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà âî âçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷å.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî Óð. (3.30) âûïîëíåíî, àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ÷èñòîãî ñêåéëèíãà â äâóõïåòëåâîì
ïðèáëèæåíèè äàåòñÿ
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Table 3.1: Êîýôôèöèåíòû µk1,...,kq è c3 äëÿ îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà
ñ q = 2, 3 è 4 èç ññûëîê [42, 96, 97] (ñì. òåêñò).

q = 2
µ1,1 1 1
µ2 -2 1
c3 3/2 -3/2

q = 3
µ1,1,1 1 1 1
µ2,1 -6 -1 3
µ3 -8 -2 2
c3 21/2 3 -12

q = 4
µ1,1,1,1 1 1 1 1 1
µ2,1,1 -12 -5 -2 1 6
µ2,2 12 -2 7 -2 3
µ3,1 32 4 -8 -2 8
µ4 -48 8 2 -4 6
c3 39 18 3/2 -3/2 -93/2

−
d lnm′q
dy

= ζ(µ)
q = µ2,1,1,...,1

[
t+

t2

2

3∑
j=0

c(γj)
]

+O(t3). (3.31)

Çäåñü y = ln 1/h′. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè

àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðà ÷èñòîãî ñêåéëèíãà ζ
(µ)
q ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì êîýôôèöèåíòîì µ2,1,1,1,...,1. Êðèòè÷åñêèé èíäåêñ

∆
(µ)
q äëÿ îïåðàòîðà ÷èñòîãî ñêåéëèíãà K(µ)

q ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùåé

àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ζ
(µ)
q â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå.

Íàïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èçâåñòíà äëÿ
íåâçàèìîäåéñòâóþùåé çàäà÷è, ãäå àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðîâ
÷èñòîãî ñêåéëèíãà èçâåñòíà âïëîòü äî ÷åòâåðòîé ïåòëè [42, 96, 97]:

ζ(µ)
q,n = µ2,1,1,...,1t+ c3ζ(3)t4 +O(t5). (3.32)

Çäåñü ζ(z) îáîçíà÷àåò äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà è êîýôôèöèåíòû c3,
âû÷èñëåííûå â ñòàòüå [42, 96, 97] ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.1 äëÿ q = 2, 3
è 4. Òàê êàê c(0) = 0 íàø ðåçóëüòàò (3.31) íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ
íåâçàèìîäåéñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì (3.32).
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3.4 Ïåðåíîðìèðîâêà ìåòîäîì ôîíîâîãî ïîëÿ

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîêàçûâàþò, ÷òî íàáîðû
êîýôôèöèåíòîâ {µk1,...,kq}, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ëîêàëüíûå îïåðàòîðû
÷èñòîãî ñêåéëèíãà áåç ïðîèçâîäíûõ äëÿ NLSM Ôèíêåëüøòåéíà, íà
ñàìîì äåëå ñîâïàäàþò ñ íàáîðàìè, èçâåñòíûìè èç íåâçàèìîäåéñòâóþùåé
òåîðèè. Íèæå â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû,
îñíîâàííûå íà ìåòîäå ôîíîâîãî ïîëÿ, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò ýòî
íàáëþäåíèå.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïåðåíîðìèðîâêè ôîíîâîãî ïîëÿ ìû
ðàçäåëÿåì ìàòðè÷íîå ïîëå Q íà áûñòðûå êîìïîíåíòû Q̂ è ìåäëåííûå
êîìïîíåíòû Q0 = T −1

0 ΛT0: Q = T −1
0 Q̂T0. Áûñòðûå è ìåäëåííûå ìîäû

ðàçäåëåíû â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå Ìàöóáàðû ìàñøòàáîì ýíåðãèé EΛ

òàêèì îáðàçîì, ÷òî 2πT � EΛ � 2πTNm. Â ÷àñòíîñòè, ìåäëåííûå ìîäû
òðèâèàëüíû íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ: (T0)αβnm = δnmδ

αβt00 åñëè |εn| > EΛ èëè
|εm| > EΛ.

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð - ïåðåíîðìèðîâêà ôîíîâîãî ïîëÿ
îïåðàòîðîâ áèëèíåéíûõ ïî Q. Äëÿ íèõ åñòü äâà áàçèñíûõ îïåðàòîðà
A1,1 è A2. Â ìåòîäå ôîíîâîãî ïîëÿ îíè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê

A1,1 →
〈
sp
[
(T −1

0 )
α1α′1
nn′ Q̂

α′1α
′′
1

n′n′′ (T0)
α′′1α1

n′′n

]
× sp

[
(T −1

0 )
α2α′2
mm′ Q̂

α′2α
′′
2

m′m′′(T0)
α′′2α2

m′′m

]〉
f
,

A2 →
〈
sp
[
(T −1

0 )
α1α′1
nn′ Q̂

α′1α
′′
1

n′n′′ (T0)
α′′1α2

n′′m

× (T −1
0 )

α2α′2
mm′ Q̂

α′2α
′′
2

m′m′′(T0)
α′′2α1

m′′n

]〉
f
. (3.33)

Çäåñü 〈. . . 〉f îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì ìîäàì Q̂. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ÷òîáû â ïðàâûõ ñòîðîíàõ Óð. (3.33) ïîëó÷àëèñü áèëèíåéíûå
ïî Q0 âêëàäû, ìàöóáàðîâñêèå èíäåêñû ìàòðèö T0 è T −1

0 äîëæíû
áûòü `ìàëåíüêèìè', max{|εn′|, |εn′′ |, |εm′|, |εm′′|} < EΛ. Îòìåòèì, ÷òî
ðàçäåëåíèÿ íà ìåäëåííûå è áûñòðûå ìîäû äîñòàòî÷íî ñäåëàòü òîëüêî
â îïåðàòîðàõ. Ïåðåíîðìèðîâêà äåéñòâèÿ NLSM è ïåðåíîðìèðîâêà ýòèõ
áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Q ñ ìàëûìè ÷àñòîòàìè Ìàöóáàðû íå çàâèñÿò
äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ñðåäíèå â ïðàâîé
÷àñòè Óð. (3.33) íóæíî çíàòü äâóõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

áûñòðûõ ïîëåé, 〈Q̂α′1,α
′′
1

n′n′′ .Q̂
α′2,α

′′
2

m′m′′〉f , òîëüêî ñ `ìàëåíüêèìè' ÷àñòîòàìè
Ìàòñóáàðû.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
áûñòðûõ ìîä â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè. Ðàçëàãàÿ ìàòðè÷íîå ïîëå
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Q̂ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W (ñì. Óð. (2.20)) è èñïîëüçóÿ Óð. (3.18) è
(3.21), íàõîäèì

(
A2[Q]
A1,1[Q]

)
→
[
1 + 2(Z1/2 − 1)

]( A2[Q0]
A1,1[Q0]

)
−th

ε

ε
M2

(
A2[Q0]
A1,1[Q0]

)
, (3.34)

ãäå ìàòðèöà ñìåøèâàíèÿ

M2 =

(
1 −1
−2 0

)
. (3.35)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñî çíàêîì ìèíóñ) ìàòðèöûM2 ðàâíû λ
(1)
2 = −2

è λ
(2)
2 = 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû

P(−2)
2 = A1,1 − 2A2, P(1)

2 = A1,1 +A2. (3.36)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ µ2 ðàâíû −2 è 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáëèöåé
3.1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè ìàòðèöà ñìåøèâàíèÿ
M2 íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ γs è γt. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ
òîëüêî â îáùåì êîýôôèöèåíòå [1 + 2(Z1/2 − 1)].

Äàëåå ìû ïîêàçûâàåì, ïî÷åìó ìàòðèöà ñìåøèâàíèÿ M2 îñòàåòñÿ
îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ ïîðÿäêîâ ïî t. Íà÷íåì ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

〈Q̂α′1α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f ñ n′n′′ < 0 è m′m′′ < 0. Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå nm <
0 ðàçëîæåíèå Qnm â òåðìèíàõ W â êâàäðàòè÷íîé ïàðàìåòðèçàöèè
ñîñòîèò èç îäíîãî ÷ëåíà � W , êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò òó æå

ñòðóêòóðó, ÷òî è ïðîïàãàòîð 〈Wα′1α
′′
1

n′n′′ W
α′2α

′′
2

m′m′′〉, íî ñ ïåðåíîðìèðîâàííûìè
ïàðàìåòðàìè. Â ðàìêàõ îäíîïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòîò ôàêò áûë ÿâíî
ïðîâåðåí äëÿ α′1 6= α′′1 â ñòàòüå [23]. Â îáùåì, ìû ìîæåì ïèñàòü äëÿ
n′n′′ < 0, m′m′′ < 0 è n′m′′ > 0 (ñð. ñ Óð. (3.18)).

〈
[Q̂rj]

α′1α
′′
1

n′n′′ [Q̂rj]
α′2α

′′
2

m′m′′

〉
= Zδα

′
1α
′′
1 δα

′
2α
′′
2 δn′−n′′,m′′−m′

×B1

[
δn′m′′ + TC1δ

α′1α
′′
1

]
, (3.37)

â ñëó÷àå r = 0, 3 è j = 0, 1, 2, 3, è〈
[Q̂rj]

α′1α
′′
1

n′n′′ [Q̂rj]
α′2α

′′
2

m′m′′

〉
= ZB̃1δ

α′1α
′′
1 δα

′
2α
′′
2 δn′m′′δn′′m′ (3.38)
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â ñëó÷àå r = 1, 2 è j = 0, 1, 2, 3. Çäåñü ôóíêöèè B1 è C1

ÿâëÿþòñÿ äèôôóçîíàìè ñ ïåðåíîðìèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè g, Γj è Zω.
Êóïåðîí B̃1, à òàêæå ìåçîñêîïè÷åñêèå äèôôóçîíû B1 è C1 ñîäåðæàò â
ñâîèõ çíàìåíàòåëÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåíà äåôàçèðîâêè, âûçâàííûå
âçàèìîäåéñòâèåì è áåñïîðÿäêîì. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìàñøòàáû äëèí
êîðî÷å, ÷åì äëèíà äåôàçèðîâêè, òàê ÷òî ïåðåíîðìèðîâàííûé êóïåðîí
B̃1 ñòàíîâèòñÿ òàêèì æå, êàê è ïåðåíîðìèðîâàííûé äèôôóçîí B1.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè Óð. (3.37) ïðîïîðöèîíàëåí
òåìïåðàòóðå è ïîýòîìó ìîæåò áûòü îïóùåí ïðè T → 0. Êîððåëÿöèîííóþ

ôóíêöèþ 〈Q̂α′1α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f äëÿ n′n′′ < 0, m′m′′ < 0 è n′m′′ < 0 ìîæíî
ïîëó÷èòü èç Óð. (3.37) è (3.38) ñ ïîìîùüþ Óð. (3.6).

Äàëåå ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 〈Q̂α′1α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f ñ n′n′′ <
0 è m′m′′ > 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
áûëà íåíóëåâîé, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåãàóññîâó ÷àñòü äåéñòâèÿ Sh,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî W . Ñàìûé ïðîñòîé âêëàä ñâÿçàí ñî
âçàèìîäåéñòâóþùåé ÷àñòüþ äåéñòâèÿ Sh, êîòîðàÿ ïî W èìååò òðåòèé
ïîðÿäîê. Îöåíèâàÿ ñðåäíèå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âèêà, âèäèì, ÷òî èíäåêñ
ñóììèðîâàíèÿ n â Óð. (3.1) îãðàíè÷åí îáëàñòüþ ìàëûõ ýíåðãèé, |ωn| <
EΛ. Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ T âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ÷àñòè
äåéñòâèÿ (3.1) ýòîò ïðîñòåéøèé âêëàä â äâóõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ ñ n′n′′ < 0 è m′m′′ > 0 ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì
òåìïåðàòóðå. Ýòîò àðãóìåíò ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî âêëàäîâ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî W . Â öåëîì, äëÿ n′n′′ < 0 è m′m′′ > 0 ìû íàõîäèì,
÷òî

〈Q̂α′1α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f ∝ T. (3.39)

Òàêèì îáðàçîì, äâóõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñ n′n′′ < 0 è
m′m′′ > 0 íå âíîñèò âêëàä ïðè T = 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì 〈Q̂α′1α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f ñ n′n′′ > 0, m′m′′ > 0, è n′m′ > 0.
Â ýòîì ñëó÷àå âêëàä íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà ïðîèñõîäèò îò ðàçëîæåíèÿ
êàæäîãî áûñòðîãî ïîëÿ Q̂ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W . Îöåíêà ñðåäíèõ ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Âèêà è Óð. (3.18) è (3.21) ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùèé
îáùèé ðåçóëüòàò ïðè T = 0:

〈[Q̂rj]
α′1α

′′
1

n′n′′ [Q̂rj]
α′2α

′′
2

m′m′′〉f = Zδr0δj0δn′n′′δm′m′′δ
α′1α

′′
1 δα

′
2α
′′
2

+B2δn′m′′δm′n′′δ
α′1α

′′
2 δα

′
2α
′′
1 − B̃2

4
sp[trjCt

T
rjC]

×δn′m′δn′′m′′δα
′
1α
′
2δα

′′
1α
′′
2 . (3.40)
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Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, B̃2 ≡ B2, ñïðàâåäëèâî
â ñâÿçè ñ óñëîâèåì çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ(3.6).

Íàêîíåö, îáñóäèì 〈Q̂α′1α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f ñ n′n′′ > 0, m′m′′ > 0, è n′m′ <
0. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âêëàä íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà äàåòñÿ
ðàçëîæåíèåì Q̂ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî W . Îöåíêà ñðåäíèõ ñ ïîìîùüþ
Óð. (3.18) � (3.21) è òåîðåìà Âèêà ïðåäïîëàãàþò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
äëÿ T = 0:

〈Q̂α′1,α
′′
1

n′n′′ Q̂
α′2α

′′
2

m′m′′〉f = ZB3Λ
α′1α

′′
1

n′n′′ Λ
α′2α

′′
2

m′m′′ . (3.41)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òàêàÿ ïðîñòàÿ ôîðìà äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè áûñòðûõ ïîëåé, Óð. (3.38) � (3.41), îáóñëîâëåíà (i) ïðåäåëîì
íóëåâîé òåìïåðàòóðû è (ii) ìàëûì çíà÷åíèåì ÷àñòîòíûõ èíäåêñîâ,
max{|εn′|, |εn′′ |, |εm′|, |εm′′|εm′′|} < EΛ.

Èñïîëüçóÿ Óð. (3.38) � (3.41), ìû âûïîëíÿåì óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì
ïîëÿì â Óð. (3.33) è íàõîäèì

(
A2[Q]
A1,1[Q]

)
→ Z(1 +B3)/2

(
A2[Q0]
A1,1[Q0]

)
+2Z(B1 −B2)M2

(
A2[Q0]
A1,1[Q0]

)
. (3.42)

Ñðàâíåíèâàÿ Óð. (3.42) ñ Óð. (3.34), ìîæíî óâèäåòü, ÷òî Óð. (3.36)
âûïîëíÿåòñÿ çà ðàìêàìè îäíîïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ è, â îáùåì ñëó÷àå,
áèëèíåéíûå ïî Q îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà ñîîòâåòñòâóþò µ2 = −2
è µ2 = 1.

Ìåòîä ïåðåíîðìèðîâêè ôîíîâûì ïîëåì äëÿ ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî Q (äëÿ q = 3 è 4) â ðàìêàõ îäíîïåòëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ áûñòðûõ ïîëåé ïðåäñòàâëåí â ïðèëîæåíèè 4.8.
Èñïîëüçóÿ àðãóìåíòû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû îäíîïåòëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èç ïðèëîæåíèÿ
4.8 íà âñå ïîðÿäêè ïî t.

3.5 Âûâîäû è çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ïðÿìî óêàçûâàþò íà òî, ÷òî
NLSM Ôèíêåëüøòåéíà ñîäåðæèò áîëüøîé êëàññ îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû êàê ïðîñòîå îáîáùåíèå
îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà, èçâåñòíûõ äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
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NLSM. Ìû ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî ýòè îïåðàòîðû, Eq. (3.14), íå
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïðè âðàùåíèÿõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ìàöóáàðû è
ðåïëèê. Â îòëè÷èå îò íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ñëó÷àÿ, íàáîð ëîêàëüíûõ
îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà áåç ïðîèçâîäíûõ â NLSM Ôèíêåëüøòåéíà
íå èñ÷åðïàí ýòèìè êàëèáðîâî÷íî íåèíâàðèàíòíûìè îïåðàòîðàìè.
Íàïðèìåð, èçâåñòíî [15], ÷òî îïåðàòîð âî âòîðîé ñòðîêå äåéñòâèÿ
NLSM (3.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàëèáðîâî÷íî-
èíâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà. Â NLSM Ôèíêåëüøòåéíà ñóùåñòâóþò
ëîêàëüíûå êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå âêëþ÷àþò
â ñåáÿ òðè è ÷åòûðå ìàòðèöû Q [72]. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå òàêèõ
îïåðàòîðîâ ïåðåíîðìèðîâêà ôîíîâîãî ïîëÿ äåéñòâèÿ NLSM âëèÿåò íà
ïåðåíîðìèðîâêó îïåðàòîðîâ [16].

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, îïåðàòîð K(−2)
2 ìîæåò áûòü âûðàæåí â âèäå

âòîðîãî ìîìåíòà LDOS, ñì. (3.12). Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ýòîò
æå îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ ñëåäóþùåé äâóõòî÷å÷íîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà:

K(−2)
2 ∝

〈
ImG+

E(r, r) ImG+
E(r′, r′)

+ 2 ImG+
E(r′, r) ImG+

E(r, r′)
〉

dis
. (3.43)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè r è r′

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

λF � |r − r′| � l, (3.44)

ãäå λF è l îçíà÷àþò äëèíó Ôåðìè è ñðåäíþþ äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ñîîòâåòñòâåííî. Äðóãîé îïåðàòîð ÷èñòîãî ñêåéëèíãà áèëèíåéíûé ïî
Q ìîæåò áûòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûðàæåí ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íóþ
ôóíêöèþ Ãðèíà:

K(1)
2 ∝

〈
ImG+

E(r, r) ImG+
E(r′, r′)

− ImG+
E(r′, r) ImG+

E(r, r′)
〉

dis
, (3.45)

ãäå òî÷êè r è r′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.44). Â êà÷åñòâå

àëüòåðíàòèâû ìîæíî çàïèñàòü îïåðàòîð ÷èñòîãî ñêåéëèíãà K(1)
2 â

òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè LDOS:

K(1)
2 ∝

〈
3ρ(E, r)ρ(E, r′)− ρ(E, r)ρ(E, r)

〉
dis
, (3.46)

ãäå îïÿòü æå ðàññòîÿíèå |r − r′| îãðàíè÷åíî íåðàâåíñòâîì (3.44).

Â îáùåì ñëó÷àå âñå îïåðàòîðû ÷èñòîãî ñêåéëèíãà K(µ)
q ìîãóò áûòü
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âûðàæåíû â òåðìèíàõ óñðåäíåííûõ ïî áåñïîðÿäêó ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà èëè, êàê
àëüòåðíàòèâà, LDOS. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêåéëèíãîâîå ïîâåäåíèå
îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà ìîæíî èçâëå÷ü èç àêêóðàòíîãî àíàëèçà
äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåé òóííåëüíîé ìèêðîñêîïèè.

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè ñèñòåìó ñ ñèììåòðèåé âðàùåíèÿ
ñïèíà è îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû
ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ íàðóøåíû
ñèììåòðèÿ îáðàùåíèÿ âðåìåíè è/èëè âðàùåíèÿ ñïèíà. Â ñëó÷àå
íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè ïî âðàùåíèþ ñïèíà, íî ñîõðàíåííîé ñèììåòðèè ïî
îáðàùåíèþ âðåìåíè íàøè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå
LDOS ïðè ñêàíèðîâàíèè êàðò òóííåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè íà ïîâåðõíîñòè
òðåõìåðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èçîëÿòîðà.
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Ãëàâà 4

Ïðèëîæåíèå

4.1 Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ

ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷êå âî âòîðîì

ïîðÿäêå ïî òóííåëèðîâàíèþ

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû ïðåäñòàâëÿåì íåêîòîðûå äåòàëè âûâîäà
ðåçóëüòàòîâ (1.15). Ïðåæäå âñåãî, óäîáíî ïåðåïèñàòü îïðåäåëåíèå
ôóíêöèè Ãðèíà â ìíèìîì âðåìåíè τ > 0 (ñì. Óð. (1.9)) â ïðåäñòàâëåíèè
âçàèìîäåéñòâèÿ êàê

Gασ;βσ′(τ) =− 1

Z
Tr
[
e−τH0U(τ)d†βσ′e

−(β−τ)H0

× U(β − τ)dασ

]
, (4.1)

ãäå H0 = HQD +HR è

U(τ) = Tτ exp

(
−
∫ τ

0

dτ ′eτ
′H0HT e

−τ ′H0

)
. (4.2)

Äàëåå ìû ðàçëàãàåì U(τ) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî òóííåëüíîìó
ãàìèëüòîíèàíó,

U(τ) '1−
∫ τ

0

dτ ′eτ
′H0HT e

−τ ′H0 +

∫ τ

0

dτ ′eτ
′H0HT

× e−τ ′H0

∫ τ ′

0

dτ ′′eτ
′′H0HT e

−τ ′′H0 , (4.3)

73
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ïîäñòàâëÿåì ýòîò ðåçóëüòàò â âûðàæåíèå (4.1) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà è
áåðåì ñëåä ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ðåçåðâóàðà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Tr
[
Tτakσ(τ)a†k′σ′(0)e−βHR

]
Tr e−βHR

= δk,k′δσ,σ′e
−τεkσ

×
[
θ(τ)− nF (εkσ)

]
, (4.4)

ãäå θ(τ) îçíà÷àåò ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ Õåâèñàéäà. Òîãäà ìû íàõîäèì,

Gασ;βσ(τ) =
1

Z

∑
γ,η;σ′

∞∫
−∞

dE Qσ′

γη(E)

{ β−τ∫
0

dτ1

τ∫
0

dτ2[
nF (E)e(τ+τ2−τ1)E Tr

(
d†γσ′e

−τ1HQDd†βσe
−(β−τ−τ2)HQDdησ′e

−τ2HQDdασe
−(τ−τ1)HQD

)
+ [1− nF (E)]e−(τ+τ2−τ1)E Tr

(
dησ′e

−τ1HQDd†βσe
−(β−τ−τ2)HQDd†γσ′e

−τ2HQDdασe
−(τ−τ1)HQD

)]
−

τ∫
0

dτ1

τ∫
0

dτ2

[
nF (E)e(τ1−τ2)E Tr

(
d†γσ′e

−τ2HQDd†βσe
−(β−τ)HQDdασe

−(τ−τ1)HQDdησ′e
−(τ1−τ2)HQD

)
+ [1− nF (E)]e−(τ1−τ2)E Tr

(
dησ′e

−τ2HQDd†βσe
−(β−τ)HQDdασe

−(τ−τ1)HQDd†γσ′e
−(τ1−τ2)HQD

)]
−

β−τ∫
0

dτ1

τ∫
0

dτ2

[
nF (E)e(τ1−τ2)E Tr

(
d†γσ′e

−τ2HQDdασe
−τHQDd†βσe

−(β−τ−τ1)HQDdησ′e
−(τ1−τ2)HQD

)

+ [1− nF (E)]e−(τ1−τ2)E Tr
(
dησ′e

−τ2HQDdασe
−τHQDd†βσe

−(β−τ−τ1)HQDd†γσ′e
−(τ1−τ2)HQD

)]}
.

(4.5)

Òåïåðü ìû âûïîëíÿåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ìíèìûì âðåìåíàì τ1 è τ2,
ïðåíåáðåãàåì âñåìè ÷ëåíàìè, êîòîðûå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû ïî βEc,
è äåëàåì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû. Òîãäà ìû
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íàõîäèì

Aσtot(ε) = π
∑
αβγη

∑
i,f,σ′

∫
dε′Qσ

βα(ε)Qσ′

γη(ε
′)pi

1 + e−βε

1 + e−βε′

[
〈i|d†γσ′

1

ε− Ef +HQD

dασ

+ dασ
1

ε+ Ei −HQD

d†γσ′ |f〉〈f |d
†
βσ

1

ε− Ef +HQD

dησ′ + dησ′
1

ε+ Ei −HQD

d†βσ|i〉

×δ(ε′ + Ef − ε− Ei) + eβεδ(ε′ + Ef − ε− Ei)〈i|d†βσ
1

ε− Ei +HQD

d†γσ′+

+ d†γσ′
1

ε+ Ef −HQD

d†βσ|f〉〈f |dησ′
1

ε− Ei +HQD

dασ + dασ
1

ε+ Ef −HQD

dησ′ |i〉

]
.

(4.6)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â äðóãîì
ïîäõîäå (ñì. ïðèëîæåíèå 4.2). Ýòî äàåò ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ
ñîñòîÿíèé i è f êàê íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé
òî÷êè. Íåóïðóãîå ðàññåÿíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûì íà÷àëüíîìó
è êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèÿì. Èìåÿ ýòî â âèäó, îòìåòèì, ÷òî âòîðîé âêëàä
â óðàâíåíèè (4.6) ñîäåðæèò íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ. Òàêîé âêëàä íå ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó
ðàññåÿíèÿ, è ìû åãî îïóñêàåì. Íàêîíåö, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (1.15).

4.2 Ñîîòíîøåíèå Aσinel(ε) è íåóïðóãîãî

âðåìåíè êîòóííåëèðîâàíèÿ

Â äàííîì ïðèëîæåíèè ìû äåìîíñòðèðóåì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé
Aσinel(ε) è ÷àñòîòîé íåóïðóãîãî êîòóííåëèðîâàíèÿ, ðàññ÷èòàííîé ñ
ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ïîäõîäà T-ìàòðèöû. Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ
÷àñòîòà ïåðåõîäîâ èç ñîáñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ |I〉 â ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå
|F 〉 ãàìèëüòîíèàíà HQD +HR èç-çà íàëè÷èåÿ HT äàåòñÿ

ΓI→F = 2π
∣∣〈I|T|F 〉∣∣2δ(EI − EF ), (4.7)

ãäå

T = HT +HT
1

EI −HQD −HR

HT + . . . (4.8)

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì îáîáùåííûì çîëîòûì
ïðàâèëîì Ôåðìè â Ò-ìàòðè÷íîì ïîäõîäå (ñì. ññûëêó [88]). Âêëàä 4-
ãî ïîðÿäêà, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ñêîðîñòüþ êîòóííåëèðîâàíèÿ,

ΓICI→F = 2π
∣∣〈I|HT

1

EI −HQD −HR

HT |F 〉
∣∣2δ(EI − EF ) (4.9)
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Ìû âûáèðàåì ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |I〉 = |i〉|FS〉, ãäå
|FS〉 îáîçíà÷àåò ìîðå Ôåðìè â ðåçåðâóàðå. Åñòü äâà âîçìîæíûõ
êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèÿ |F+〉 = |f〉a†k2σ2

ak1σ1|FS〉 è |F−〉 = |f〉ak1σ1a
†
k2σ2
|FS〉

ñ äîïîëíèòåëüíîé ïàðîé ýëåêòðîí-äûðêà. Ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïðîìåæóòî÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ |V+〉 = |v+〉ak1σ1|FS〉 (ñ
äîïîëíèòåëüíûì ýëåêòðîíîì â êâàíòîâîé òî÷êå) è |V−〉 = |v−〉a†k2σ2

|FS〉
(ñ äîïîëíèòåëüíîé äûðêîé â êâàíòîâîé òî÷êå). Òîãäà ìû íàõîäèì

〈F |HT
1

EI −HQD −HR

HT |I〉 =

∑
tpαtβp′

{
〈f |〈FS|a†k1σ1

ak2σ2a
†
pσdασak1σ1|FS〉|v+〉〈v+|〈FS|a†k1σ1

d†βσ′ap′σ′ |FS〉|i〉
Ei − Ev+ + εk1σ1

+
〈f |〈FS|ak2σ2a

†
k1σ1

d†βσ′ap′σ′a
†
k2σ2
|FS〉|v−〉〈v−|〈FS|ak2σ2a

†
pσdασ|FS〉|i〉

Ei − Ev− − εk2σ2

}

=
∑
αβ

tk2αtβk1nk1σ1(1− nk2σ2)

{
nk1σ1

〈
f |dασ2

1

Ei −HQD + εk1σ1

d†βσ1
|i
〉

− (1− nk2σ2)
〈
f |d†βσ1

1

Ei −HQD − εk2σ2

dασ2|i
〉}

. (4.10)

Çäåñü nkσ - ýòî îïåðàòîð êîëè÷åñòâà ÷àñòèö äëÿ ñîñòîÿíèé â ðåçåðâóàðå.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿÿ òåìïåðàòóðíîå óñðåäíåíèå ïî ñîñòîÿíèÿì
ðåçåðâóàðà, ìû ïîëó÷àåì ÷àñòîòó ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ |i〉 â ñîñòîÿíèå
|f〉 ãàìèëüòîíèàíà êâàíòîâîé òî÷êè HQD

ΓICi→f = 2π

∫
dεdε′nF (ε)(1− nF (ε′))

∑
αβγησ1σ2

Qσ2
βη(ε)Q

σ1
γα(ε′)

×
〈
i
∣∣∣d†γσ2

1

ε′ − Ei +HQD

dησ1 + dησ1

1

Ei + ε−HQD

d†γσ2

∣∣∣f〉
×
〈
f
∣∣∣d†βσ1

1

ε′ − Ei +HQD

dασ2 + dασ2

1

Ei + ε−HQD

d†βσ1

∣∣∣i〉δ(ε+ Ei − Ef − ε′).

(4.11)

Âûïîëíÿÿ òåìïåðàòóðíîå óñðåäíåíèå ïî íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì
êâàíòîâîé òî÷êè, ìû ïîëó÷àåì

ΓIC =
∑
i 6=f

piΓ
IC
i→f =

∫
dε

∑
σ

Aσinel(ε)

2 cosh2(βε/2)
(4.12)
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4.3 Äåòàëè äâóõïåòëåâîé ïåðåíîðìèðîâêè

Kq
Â äàííîì ïðèëîæåíèè ìû ïðåäñòàâëÿåì äåòàëè äâóõïåòëåâîé
ïåðåíîðìèðîâêè îïåðàòîðîâ Kq. Êàê ìû óæå îáñóæäàëè â
îñíîâíîì òåêñòå, óäîáíî ðàáîòàòü ñ íåïðèâîäèìûìè îïåðàòîðàìè
K̃q. Íåïðèâîäèìûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå Pq, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ
êàê P̃q.

4.4 Áèëèíåéíûå ïî Q îïåðàòîðû

Ìû íà÷íåì ñ îïåðàòîðîâK2, êîòîðûå êâàäðàòè÷íû ïîQ. Â îäíîïåòëåâîì
ïðèáëèæåíèè, òî åñòü â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî 1/g, åñòü íåíóëåâîé âêëàä â

P̃α1α2
2 (iεn1 , iεn2) òîëüêî äëÿ n1n2 < 0. Ìû íàõîäèì äëÿ n > 0 è m < 0

P̃α1α2;(1)
2 (iεn, iεm) = µ2〈sp[wα1α2

nm wα2α1
mn ]〉 =

128µ2

g

∫
q

Dq(iΩε
nm). (4.13)

Çäåñü ìû ââîäèì
∫
q
≡
∫
ddq/(2π)d. Ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ

íà ðåàëüíûå ÷àñòîòû è ïðèíÿòèÿ ïîñëå ýòîãî T = E1 = E2 = 0 ìû
íàõîäèì ñëåäóþùèé îäíîïåòëåâîé ðåçóëüòàò

K̃(1)
2 = µ2

hεt

ε
. (4.14)

Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî 1/g íåíóëåâûå âêëàäû â P̃α1α2
2 (iεn1 , iεn2)

ñóùåñòâóþò êàê äëÿ n1n2 > 0, òàê è äëÿ n1n2 < 0. Â ñëó÷àå, åñëè
n1 > 0 è n2 > 0, ìîæíî íàïèñàòü

P̃α1α2;(2)
2 (iεn1 , iεn2) =

µ2

4

∑
m1m2

∑
β1β2

〈
sp[wα1β1

n1m1
w̄β1α2
m1n2

wα2β2
n2m2

w̄β2α1
m2n1

]
〉
. (4.15)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèêà, ïîëó÷àåì

P̃α1α2;(2)
2 (iεn1 , iεn2) = −µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

πTΓj
g
×

×
∑

ωn>εn2>0

∫
q,p

Dq(iωn + iΩ12)Dp(iωn)D(j)
p (iωn) + (ε1 ↔ ε2). (4.16)
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Ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ýíåðãèè iεn1,2 →
E1,2 + i0+, ïîëó÷àåì

P̃α1α2;++;(2)
2 (E1, E2) = −µ2

(
32

g

)2 3∑
j=0

Γj
ig∫ ∞

−∞
dωFω−E2

∫
q,p

DRq (ω + E1 − E2)DRp (ω)DR,(j)p (ω) + (E1 ↔ E2), (4.17)

ãäå Fω = tanh[ω/(2T )] îáîçíà÷àåò ðàâíîâåñíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ôåðìèîíîâ, à DRp (ω) - çàïàçäâàþùèé ïðîïàãàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
Dp(iω). Ñíîâà ïîëîæèì E1 = E2 = T = 0 è èñïîëüçóåì òðþê Ôåéíìàíà

1

ABC
=

∫ 1

0

3∏
i=1

dxiδ

(∑
i

xi − 1

)
2

(Ax1 +Bx2 + Cx3)3
(4.18)

÷òî ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî èìïóëüñàì q è p, òîãäà ïîëó÷àåì

P̃α1α2;++;(2)
2 =

(
16

g

)2 3∑
j=0

γjAεΓ(1− ε)h2ε

εΓ2(1− ε/2)

∫ 1

0

3∏
i=1

dxiδ

(∑
i

xi − 1

)
×

×x
−1−ε/2
2 (1− x2)−1−ε/2

1 + γjx3

. (4.19)

Ãäå Aε = Ω2
dΓ

2(1− ε/2)Γ2(1 + ε/2). Îïóñòèâ èñ÷åçàþùèå â ïðåäåëå ε→ 0
÷ëåíû, ìû ìîæåì âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííûì Ôåéíìàíà
xi: ∫ 1

0

dx2

∫ 1−x2

0

dx3
1

(x2(1− x2))1+ε/2(1− x3 + ajx3)
= −2 log(1 + γj)

ε(1 + γj)

− 2γj
1 + γj

∂

∂x
3F2

(
1, 1, 1; 2, x;

γj
1 + γj

) ∣∣∣
x=1

+
∂

∂x
3F2

(
1, 1, x; 2, 1;

γj
1 + γj

) ∣∣∣
x=1

+O(ε). (4.20)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

3F2:

∂

∂x
3F2

(
1, 1, 1; 2, x;

γ

1 + γ

) ∣∣∣
x=1

= − ∂

∂x
3F2

(
1, 1, x; 2, 1;

γ

1 + γ

) ∣∣∣
x=1

=
(1 + γ) log2(1 + γ)

2γ
, (4.21)
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íàõîäèì

P̃α1α2;++;(2)
2 = −8µ2

t2 h2ε

ε2

3∑
j=0

[
ln(1 + γj)−

ε

4
ln2(1 + γj)

]
. (4.22)

Äâóïåòëåâîé âêëàä â P̃α1α2
2 (iεn1 , iεm1) ñ n1 ≥ 0 è m1 < 0 ðàâåí

P̃α1α2;(2)
2 (iεn, iεm) = −1

4

∑
n1m1

∑
β1β2

〈〈
sp[wα1β1

nm1
w̄β1α1
m1n

] · sp[w̄α2β2
mn1

wβ2α2
n1m

]
〉〉

+µ2

〈
sp[wα1α2

nm w̄α2α1
mn ]

[
Sh,4 +

1

2
S2
h,3

]〉
. (4.23)

Çäåñü, êàê îáû÷íî, îïðåäåëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîå ñðåäíåå, 〈〈A·B〉 ≡ 〈AB〉−
〈〉〈BA〉. Ðàçëîæåíèå äåéñòâèÿ Sh äî òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ïî
W ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ÷ëåíîâ Sh,3 è Sh,4:

Sh,3 =
3∑
j=0

∑
r=0;3

πTΓj
4

∑
β,n

∫
drTr Iβn trjW Tr Iβ−ntrjΛW

2, (4.24)

è

Sh,4 =
g

128

∫
q1,...,q4

δ

(
4∑

k=1

qk

) ∑
β1,...,β4

∑
n3,4,m3,4

sp[wβ1β2
n3m3

(q1)w̄β2β3
m3n4

(q2)wβ3β4
n4m4

(q3)w̄β4β1
m4n3

(q4)]

×
[
(q1 + q2)(q3 + q4) + (q1 + q4)(q2 + q3)− 2h2 − 16Zω

g
(Ωε

n3m3
+ Ωε

n4m4
)
]

−
3∑
j=0

∑
r=0;3

πTΓj
16

∑
β,n

∫
drTr Iβn trjΛW

2 Tr Iβ−ntrjΛW
2. (4.25)
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Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ â Óð.(4.23) ïî òåîðåìå Âèêà, ïîëó÷èì

P̃α1α2;(2)
2 (iεn, iεm) = −2

[
16

g

∫
q

Dq(iΩε
nm)

]2

+ 2µ2

(
16

g

)2

×∫
pq

[
p2 + q2 + h2 +

16Zω
g

Ωε
nm

]
Dp(iΩε

nm)D2
q(iΩ

ε
nm)

+µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

( ∑
ωn>εn

+
∑

ωn>−εm

)
πTΓj
g

∫
pq

D2
p(iΩ

ε
nm)[p2 + h2 + q2+

+
16Zω
g

(Ωε
nm + ωn)]Dq(iωn)D(j)

q (iωn)

−µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

∑
ωn>0

2πTΓj
g

[
1− 16Γjωn

g

∫
pq

D(j)
p+q(iωn)

]
D2
q(iΩ

ε
nm)Dp(iΩε

nm + iωn)

−µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

 ∑
εn1>ωn>0

+
∑

−εn4>ωn>0

 πTΓj
g

[
1− 16Γjωn

g

∫
pq

D(j)
p+q(iωn)

]
×

D2
q(iΩ

ε
nm)Dp(iΩε

nm − iωn) (4.26)

Ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû â Óð.
(4.26), ïîëó÷èì (Ω = E1 − E2)

P̃α1α2;+−;(2)
2 (E1, E2) = −2

[
16

g

∫
q

DRq (Ω)

]2

+ 2µ2

(
16

g

)2

×∫
pq

[
p2 + q2 + h2 − 16ZωiΩ

g

]
DRp (Ω)DR2

q (Ω)

+µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

Γj
4ig

∫
pq

∫ ∞
−∞

dωDR2
p (Ω)

[
p2 + h2 + q2 − 16Zωi

g
(Ω + ω)

]
×
(
Fω−E1 + Fω−E2

)
DRq (ω)DR(j)

q (ω)

−µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

Γj
2ig

∫
pq

∫ ∞
−∞

dωBω
[
1 +

16Γjiω

g
DR(j)
p+q (ω)

]
DR2
q (Ω)DRp (Ω + ω)

−µ2

(
64

g

)2 3∑
j=0

Γj
4ig

∫
pq

∫ ∞
−∞

dω
(

2Bω −Fω−E1 −Fω−E2

)[
1 +

16Γjiω

g
DR;(j)
p+q (ω)

]
×DR2

q (Ω)DRp (Ω− ω). (4.27)

Çäåñü ìû ââîäèì áîçîííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Bω = coth[ω/(2T )].
Äàëåå ìû ïîëàãàåì ýíåðãèè è òåìïåðàòóðó íóëåì, E1 = E2 = T =
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0. Èíòåãðàëû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì. Ìû
èëëþñòðèðóåì âû÷èñëåíèå íàèáîëåå ñëîæíîãî èíòåãðàëà:

I =

∫ ∞
0

dω ω

∫
pq

DR(j)
p (ω)DR2

q (0)DRp+q(ω) = −AεΓ(1− ε)h2ε

εΓ2(1− ε/2)
×

×
∫ 1

0

3∏
i=1

dxiδ

(∑
i

xi − 1

)
x2(x1x2 + x2x3 + x3x1)−1−ε/2

((1 + γj)x1 + x3)2
. (4.28)

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé Ôåéíìàíà ìû èñïîëüçóåì
ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ x3 = 1−u

s+1
, x2 = s

s+1
, è x1 = u

s+1
, ñ

0 < u 6 1, è 0 < s 6∞. Òîãäà ïîëó÷àåì

I =

∫ 1

0

du
[u(1− u)]1−ε/2B(2,−1− ε/2)

(1 + γju)2 2F1(2,−ε, 1− ε/2; 1− u+ u2),

(4.29)

ãäå B(a, b) áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè:

2F1(2,−ε, 1− ε/2, 1− u+ u2) ' 1− ε
(

1− u+ u2

u− u2
− ln(u− u2)

)
+O(ε2),

(4.30)
íàõîäèì

I ' −2

ε

2γj − (2 + γj) ln(1 + γj)

γ3
j

− 2

1 + γj
+

2(2 + γj)

γ3
j

×

×
(

li2(−γj) + 2 ln(1 + γj) +
ln2(1 + γj)

4

)
. (4.31)

Ïîëíûé îòâåò

P̃α1α2;+−;(2)
2 = 32

t2 h2ε

ε2

(
−1 + µ2 +

µ2

2
ε
)

+ 8µ2
t2 h2ε

ε2

3∑
j=0

[
2f(γj) + 3 ln(1 + γj)

−ε2 + γj
γj

(
ln(1 + γj) + li2(−γj) +

1

4
ln2(1 + γj)

)]
. (4.32)

Êîìáèíèðóÿ Óð.(4.22) è (4.32), ïîëó÷àåì äâóõïåòëåâîé âêëàä â
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íåïðèâîäèìóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

K̃(2)
2 =

t2 h2ε

4ε2

{
4− 2µ2(2 + ε)− 2µ2

3∑
j=0

[
f(γj) + 2 ln(1 + γj)

]
−µ2ε

3∑
j=0

[
ln(1 + γj) + 2f(γj)− c(γj)

]}
. (4.33)

Ïðèâîäèìóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
íåïðèâîäèìîé ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñâÿçè: K(2)

2 = Z + K̃(2)
2 . Ìû

ââîäèì âåëè÷èíó m′2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòíîøåíèå K(2)
2 = Zm′2

ñîõðàíÿåòñÿ. Èñïîëüçóÿ Óð. (4.14) è (4.33), ìû ïîëó÷àåì Óð. (3.27) äëÿ
m′2 ñ

b1 = µ2, b2 = 1− µ2 −
µ2

2

3∑
j=0

f(γj),

b3 =
µ2

4

3∑
j=0

c(γj). (4.34)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àíîìàëüíîé ðàçìåðíîñòè m′2 âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé
ìèíèìàëüíîãî âû÷èòàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [12]). Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ
âåëè÷èíó t̄ = t′h′ε è, èñïîëüçóÿ Óð. (3.23) è (3.27), âûðàæàåì t è m2 êàê

t = (h′)−εt̄Zt, m2 = m′2Zm2 . (4.35)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïàðàìåòðû âçàèìîäåéñòâèÿ γj ïåðåíîðìèðóþòñÿ íà
îäíîïåòëåâîì óðîâíå (ñì. ññûëêè [34, 17]), íàì íå íóæíî ýòî ó÷èòûâàòü,
òàê êàê b1 íå çàâèñèò îò γj. Â ñàìîì íèçêîì ïîðÿäêå ïî t̄ ïàðàìåòðû
ïåðåíîðìèðîâêè ìîæíî íàéòè â âèäå

Zt = 1 +
a1

ε
t̄, (4.36)

è

Z−1
m2

= 1 +
b1

ε
t̄+

t̄2

ε2

[
b2 + b1a1 + εb3

]
. (4.37)

Òåïåðü àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü m′2 ìîæíî âûâåñòè ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì èç óñëîâèÿ, ÷òî m2 íå çàâèñèò îò ìàñøòàáà èìïóëüñà h

′. Òàêèì
îáðàçîì, ìîæíî íàéòè â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè:



4.5. ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ Ñ ÒÐÅÌß Q. 83

− d lnm′2
dy

= ζ2 = b1t+ 2t2
[
b3 +

1

ε

(
b2 −

b1(b1 − a1)

2

)]
. (4.38)

Àíîìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü (4.38) èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè ε → 0 ïðè
ñëåäóþùåì óñëîâèè

b2 = b1(b1 − a1)/2 (4.39)

÷òî ýêâèâàëåíòíî àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ íà µ2 (ñì Óð. (3.30)):

µ2
2 + µ2 − 2 = 0. (4.40)

ßðêîé îñîáåííîñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî íåçàâèñèìîñòü îò
ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ γj. Ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ µ2 = −2 è
µ2 = 1, êîòîðûå îïðåäåëÿþò äâà áèëèíåéíûõ ïî Q îïåðàòîðà ÷èñòîãî
ñêåéëèíãà. Ñ ïîìîùüþ Óð. (4.34), Óð. (4.38) ñâîäèòñÿ ê Óð. (3.31).

4.5 Îïåðàòîðû ñ òðåìÿ Q.

Ïðèâîäèìûé îïåðàòîð K3 ñ òðåìÿ ìàòðèöàìè Q âêëþ÷àåò ñëåäóþùèé
ëîêàëüíûé îïåðàòîð

Pα1α2α3
3 (iεn, iεm, iεk) = 〈spQα1α1

nn spQα2α2
mm spQα3α3

kk 〉
+µ2,1〈sp

[
Qα1α2
nm Qα2α1

mn

]
spQα3α3

kk 〉
+µ3〈sp

[
Qα1α2
nm Qα2α3

mk Qα3α1
kn

]
〉. (4.41)

Ïðèâîäèìûé îïåðàòîð K3 óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ñóììó
íåïðèâîäèìîãî, K̃3, è îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà ñ äâóìÿ ìàòðèöàìè
Q (îáîçíà÷àåì èõ êàê K(−2)

2 è K(1)
2 ):

K3 = K̃3 +
√
Z
(
K(−2)

2 + 2K(1)
2 +

µ2

3

(
K(1)

2 −K
(−2)
2

)
− 2Z

)
. (4.42)

Íåïðèâîäèìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K̃3 íå èìååò îäíîïåòëåâîãî
âêëàäà. Äâóõïåòëåâîé âêëàä ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì A3. Ìû íàõîäèì

K̃3 =
3µ3t

2h2ε

2ε2
(4.43)
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Èñïîëüçóÿ Óð. (4.43) è (4.34), èç Óð. (4.42) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå K3 =
Z3/2m′3 ãäå m

′
3 äàåòñÿ Óð. (3.27) ñ

b1 = µ2,1, b2 = 3 +
3

2
µ3 − µ2,1 −

µ2,1

2

3∑
j=0

f(γj),

b3 =
µ2,1

4

3∑
j=0

c(γj). (4.44)

Òîãäà óñëîâèå ïåðåíîðìèðóåìîñòè (4.39) äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (ñì
Óð. (3.30)):

µ2
2,1 + µ2,1 = 3µ3 + 6. (4.45)

Îïÿòü æå, ýòî óðàâíåíèå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ γj
è óäîâëåòâîðÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè µ2,1 è µ3 èç íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî
ñëó÷àÿ èç òàáëèöû 3.1.

4.6 Îïåðàòîðû ñ ÷åòûðüìÿ Q.

Ïðèâîäèìûé îïåðàòîð K4 ñ ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè Q âêëþ÷àåò
ñëåäóþùèé ëîêàëüíûé îïåðàòîð

Pα1α2α3α4
4 (iεn, iεm, iεk, iεl) = 〈spQα1α1

nn spQα2α2
mm spQα3α3

kk spQα4α4
ll 〉

+µ2,1,1〈sp
[
Qα1α2
nm Qα2α1

mn

]
spQα3α3

kk spQα4α4
ll 〉

+µ2,2〈sp
[
Qα1α2
nm Qα2α1

mn

]
sp
[
Qα3α4
kl Qα4α3

lk

]
〉+ µ3,1〈sp

[
Qα1α2
nm Qα2α3

mk Qα3α1
kn

]
spQα4α4

ll 〉
+µ4〈sp

[
Qα1α2
nm Qα2α3

mk Qα3α4
kl Qα4α1

ln

]
〉. (4.46)

Ïðèâîäèìûé îïåðàòîðK4 ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê ñóììà íåïðèâîäèìîãî,
K̃4, è îïåðàòîðîâ ÷èòîãî ñêåéëèíãà ñ äâóìÿ è òðåìÿ ìàòðèöàìè Q (ìû

îáîçíà÷àåì ïîñëåäíèå K(−6)
3 , K(−1)

3 , è K(3)
3 ):

K4 = K̃4 + 3Z2 − 2Z
(
K(−2)

2 + 2K(1)
2

)
− µ2,1,1

3
Z
(
K(1)

2 −K
(−2)
2

)
+

4

15
Z1/2

(
K(−6)

3 + 9K(−1)
3 + 5K(3)

3

)
+
µ3,1

60
Z1/2

(
4K(−6)

3 − 9K(−1)
3 + 5K(3)

3

)
+
µ2,1,1

15
Z1/2

(
−2K(−6)

3 − 3K(−1)
3 + 5K(3)

3

)
.

(4.47)

Íåïðèâîäèìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K̃4 íå èìååò îäíîïåòëåâîãî
âêëàäå. Äâóõïåòëåâîé âêëàä ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì A2,2. Íàõîäèì

K̃4 =
µ2,2t

2h2ε

ε2
(4.48)
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Èñïîëüçóÿ Óð. (4.48) è (4.34), èç Óð. (4.47) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå K4 =
Z2m′4 ãäå m

′
4 äàåòñÿ Óð. (3.27) ñ

b1 = µ2,1,1, b3 =
µ2,1,1

4

3∑
j=0

c(γj),

b2 = 6 + µ2,2 +
3

2
µ3,1 − µ2,1,1 −

µ2,1,1

2

3∑
j=0

f(γj).

(4.49)

Òîãäà óñëîâèå ïåðåíîðìèðóåìîñòè (4.39) äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (ñì
Óð. (3.30)):

µ2
2,1 + µ2,1 = 3µ3,1 + 2µ2,2 + 12 . (4.50)

Îïÿòü æå ýòî óðàâíåíèå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ
γj è óäîâëåòâîðÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè µ2,1,1, µ3,1 è µ2,2 èç
íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ñëó÷àÿ èç òàáëèöû 3.1.

4.7 Îïåðàòîðû ñ áîëåå ÷åì ÷åòûðüìÿ Q.

Íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð K̃q ñ q > 4 íå èìååò íåíóëåâûõ âêëàäîâ â
äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè. Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìûé îïåðàòîð
Kq ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ âûðàæåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

îïåðàòîðîâ ÷èñòîãî ñêåéëèíãà K(µ)
q′ ñ q′ < q. Â äâóõïåòëåâîì

ïðèáëèæåíèè ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå â
äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè

〈 q∏
j=1

spQαjαj
nkjnkj

〉
'

q∏
j=1

〈
spQαjαj

nkjnkj

〉
+

q−2∏
j=1

〈
spQαjαj

nkjnkj

〉
×q(q − 1)

2

〈〈
spQαq−1αq−1

nkq−1
nkq−1

· spQαqαq
nkqnkq

〉〉
, (4.51)

〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α1
nk2

nk1

] q∏
j=3

spQαjαj
nkjnkj

〉
'

q−2∏
j=1

〈
spQαjαj

nkjnkj

〉
×
〈
sp
[
Qαq−1αq
nkq−1

nkq
Qαqαq−1
nkqnkq−1

]〉
+ (q − 2)

q−3∏
j=1

〈
spQαjαj

nkjnkj

〉
×
〈〈

spQαq−3αq−3
nkq−3

nkq−3
· sp
[
Qαq−1αq
nkq−1

nkq
Qαqαq−1
nkqnkq−1

]〉〉
, (4.52)
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〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α1
nk3

nk1

] q∏
j=4

spQαjαj
nkjnkj

〉
'

q∏
j=4

×
〈
spQαjαj

nkjnkj

〉〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α1
nk3

nk1

]〉
, (4.53)

〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α1
nk4

nk1

] q∏
j=5

spQαjαj
nkjnkj

〉
'

q∏
j=5

×
〈
spQαjαj

nkjnkj

〉〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α3
nk2

nk3
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α1
nk4

nk1

]〉
, (4.54)

è 〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α1
nk2

nk1

]
sp
[
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α3
nk4

nk3

] q∏
j=5

spQαjαj
nkjnkj

〉
'

q∏
j=5

〈
spQαjαj

nkjnkj

〉〈
sp
[
Qα1α2
nk1

nk2
Qα2α1
nk2

nk1

]
× sp

[
Qα3α4
nk3

nk4
Qα4α3
nk4

nk3

]〉
. (4.55)

Èñïîëüçóÿ Óð. (4.51) - (4.55), íàõîäèì

Kq = Zq/2 +
q(q − 1)

6
Z(q−2)/2

(
K(−2)

2 + 2K(1)
2 − 3Z

)
+
µ2,1,...,1

3
Z(q−2)/2

(
K(1)

2 − K̃
(−2)
2

)
+

(q − 2)

30
µ2,1,...,1Z

(q−3)/2
(
−2K(−6)

3 − 3K(−1)
3 + 5K(3)

3 − 10Z1/2K(1)
2 + 10Z1/2K(−2)

2

)
+
µ3,1,...,1

60
Z(q−3)/2

(
4K(−6)

3 − 9K(−1)
3 + 5K(3)

3

)
+µ4,1,...,1Z

(q−4)/2

(
− 1

105
K(−12)

4 +
2

63
K(−5)

4 +
1

180
K(−2)

4 − 2

45
K(1)

4 +
1

60
K(6)

4

)
+µ2,2,1,...,1Z

(q−4)/2

(
1

105
K(−12)

4 − 2

63
K(−5)

4 +
7

90
K(−2)

4 − 4

45
K(1)

4 +
1

30
K(6)

4

)
.

(4.56)

Èç (4.56) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå Kq = Zq/2m′q ãäå m
′
q äàåòñÿ Óð. (3.27)

ñ êîýôôèöèåíòàìè bj, îïðåäåëåííûìè â Óð. (3.28). Òîãäà óñëîâèå
ïåðåíîðìèðóåìîñòè (4.39) ýêâèâàëåíòíî Óð. (3.30).

4.8 Ïåðåíîðìèðîâêà ôîíîâîãî ïîëÿ â

îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè

Â äàííîì ïðèëîæåíèè ìû ïðèâîäèì äåòàëè ìåòîäà ïåðåíîðìèðîâêè
ôîíîâîãî ïîëÿ îïåðàòîðîâ Kq (ñ q = 3, 4) â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè.
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Êàê è â îñíîâíîì òåêñòå, ðàçáèâàåì ìàòðè÷íîå ïîëå Q íà áûñòðûå Q̂ è
ìåäëåííûå Q0 = T −1

0 ΛT0 êîìïîíåíòû: Q = T −1
0 Q̂T0. Â ýòîì ïðèëîæåíèè

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áûñòðûå ìîäû Q̂ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ äî ñàìîãî
íèçêîãî íåòðèâèàëüíîãî ïîðÿäêà ïî W . Èñïîëüçóÿ Óð. (3.18) è (3.21), â
ïðåäåëå T → 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ïðàâèëà ñëèÿíèÿ:

〈Tr(AW ) Tr(BW )〉 = Y Tr
(
AB − ΛAΛB − ACBTC

+ΛAΛCBTC
)
, Y =

4

g

∫
p

Dp(0) (4.57)

è

〈TrAWBW 〉 = Y
(

TrATrB − Tr(ΛA) Tr(ΛB)

+ TrACBTC − Tr ΛAΛCBTC
)
. (4.58)

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ñíà÷àëà, Óð. (4.57) è (4.58) ïîëó÷åíû â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëÿ A è B ìåäëåííûå, â òî âðåìÿ êàê W áûñòðûå.
Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòüþ äèôôóçíûõ ìîä. Âî-
âòîðûõ, â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì âçàèìîäåéñòâèé ñëèÿíèÿ (4.57) è (4.58)
âêëþ÷àþò â ñåáÿ ÷ëåíû, êîíå÷íûå â èíôðàêðàñèè è ïðîïîðöèîíàëüíûå
T . Ïðè T = 0 òàêèìè ÷ëåíàìè ìîæíî ñìåëî ïðåíåáðå÷ü, à ñëèÿíèÿ (4.57)
è (4.58) àíàëîãè÷íû íåâçàèìîäåéñòâóþùèì.

4.9 Îïåðàòîðû ñ òðåìÿ Q

Áàçèñ êóáè÷åñêèõ ïî Q îïåðàòîðîâ âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå òðè îïåðàòîðà:

A1,1,1 = spQα1α1
nn spQα2α2

mm spQα3α3
kk ,

A2,1 = sp[Qα1α2
nm Qα2α1

mn ] spQα3α3
kk , (4.59)

A3 = sp[Qα1α2
nm Qα2α3

mk Qα3α1
kn ]. (4.60)

Â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè (4.57) è (4.58) èõ ïðåîáðàçîâàíèå ïðè
ïåðåíîðìèðîâêå ôîíîâîãî ïîëÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1,1,1[Q]
A2,1[Q]
A3[Q]

 =
[
1 + 3(Z1/2 − 1)

]A1,1,1[Q0]
A2,1[Q0]
A3[Q0]


+YM3

A1,1,1[Q0]
A1,2[Q0]
A3[Q0]

 , (4.61)
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ãäå ìàòðèöà

M3 =

 0 −6 0
−1 1 −4
0 −3 3

 . (4.62)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñî çíàêîì ìèíóñ) ìàòðèöûM3 ðàâíû λ
(1)
2 = −6,

λ
(2)
2 = −1 è λ

(3)
2 = 3. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå îïåðàòîðû

P(−6)
2 = A1,1,1 − 6A2,1 + 8A3,

P(−1)
2 = A1,1,1 −A2,1 − 2A3, (4.63)

P(3)
2 = A1,1,1 + 3A2,1 + 2A3, .

Ýòî îçíà÷àåò â òî÷íîñòè òå æå çíà÷åíèÿ µ2,1 è µ3, êàê â òàáëèöå 3.1.

4.10 Îïåðàòîðû ñ ÷åòûðüìÿ Q

Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ÷åòûðüìÿ Q ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé áàçèñ:

A1,1,1,1 = spQα1α1
nn spQα2α2

mm spQα3α3
kk spQα4α4

ll ,

A2,1,1 = sp
[
Qα1α2
nm Qα2α1

mn

]
spQα3α3

kk spQα4α4
ll ,

A3,1 = sp
[
Qα1α2
nm Qα2α3

mk Qα3α1
kn

]
spQα4α4

ll ,

A4 = sp
[
Qα1α2
nm Qα2α3

mk Qα3α4
kl Qα4α1

ln

]
,

A2,2 = sp
[
Qα1α2
nm Qα2α1

mn

]
sp
[
Qα3α4
kl Qα4α3

lk

]
. (4.64)

Â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè (4.57) è (4.58) îíè ìåíÿþòñÿ ïðè
ïåðåíîðìèðîâêå ìåòîäîì ôîíîâîãî ïîëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1,1,1,1[Q]
A2,1,1[Q]
A2,2[Q]
A3,1[Q]
A4[Q]

 =
[
1 + 4(Z1/2 − 1)

]

A1,1,1,1[Q0]
A2,1,1[Q0]
A2,2[Q0]
A3,1[Q0]
A4[Q0]



+YM4


A1,1,1,1[Q0]
A2,1,1[Q0]
A2,2[Q0]
A3,1[Q0]
A4[Q0]

 (4.65)
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ãäå ìàòðèöà

M4 =


0 −12 0 0 0
−1 1 −2 −8 0
0 −2 2 0 −8
0 −3 0 3 −6
0 0 −2 −4 6

 . (4.66)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñî çíàêîì ìèíóñ) ìàòðèöûM4 ðàâíû λ
(1)
4 = −12,

λ
(2)
4 = −5, λ

(3)
4 = −2, λ

(4)
4 = 1, è λ

(5)
4 = 6. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå

îïåðàòîðû

P(−12)
4 = A1,1,1,1 − 12A2,1,1 + 12A2,2 + 32A3,1 − 48A4,

P(−5)
4 = A1,1,1,1 − 5A2,1,1 + 3A2,2 + 8A3,1 + 6A4,

P(−2)
4 = A1,1,1,1 − 2A2,1,1 + 7A2,2 − 8A3,1 + 2A4,

P(1)
4 = A1,1,1,1 +A2,1,1 − 2A2,2 − 2A3,1 − 4A4,

P(6)
4 = A1,1,1,1 + 6A2,1,1 + 3A2,2 + 8A3,1 + 6A4. (4.67)

Ýòî îçíà÷àåò â òî÷íîñòè òå æå çíà÷åíèÿ µ2,1,1, µ3,1, µ2,2 è µ4 êàê â òàáëèöå
3.1.
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